Capitulo 9 - Relacdes de recorréncia

No capitulo anterior aborddmos a importante técnica da definicdo de fungdes por recursdo e demonstrdmos
um conjunto de resultados que nos garantem que tal definicdo nio € problemadtica, desde que "siga um certo
padrao" (desde que satisfaca um certo conjunto de requisitos). Neste capitulo concentrar-nos-emos no caso
particular da definicdo de sucessdes por recursdo, ou recorréncia. Mostraremos como tais definicGes
ocorrem naturalmente em problemas de diversos tipos (desde problemas ligados ao crescimento de
populacdes a problemas de indole geométrico) e analisaremos como obter, em certos casos, uma definicdo
explicita do termo geral de tais sucessdes, definidas por recorréncia.

Um dominio importante de aplicacdo dos resultados deste capitulo tem a ver com a andlise da eficiéncia
de algoritmos. No entanto, exemplos dessa drea ndo serdo incluidos neste capitulo, sendo deixados para o
ultimo capitulo, onde se efectua uma introducdo a andlise de eficiéncia de algoritmos. A importincia e
interesse desse topico, nomeadamente para os alunos de Informdtica, justifica que se lhe dedique um

capitulo auténomo neste texto.
Seccao 1: Caracterizacio da definicio por recorréncia de sucessdes (revisao).

Neste capitulo iremos abordar a problemadtica da definicdo por recursdo, ou recorréncia, de sucessoes e
introduzir algumas técnicas para a “descoberta de expressdes explicitas” para o termo geral de sucessdes
definidas desse modo.

Nesta sec¢do comegaremos por rever em que consiste a definicdo por recursdo, ou por recorréncia, de’
sucessoes, de elementos de um conjunto V (onde se assume que q € um inteiro), isto €, de familias
(aplicagdes) u: Z,—V (com Z, = {q, q+1, q+2, g+3, ...}). Embora os casos mais importantes, e que nos
vao aparecer nos exemplos, sejam as sucessoes, (i.e. as aplicacdes u: IN,—V) e as sucessdes, (i.e. as

aplicagdes u: IN;—V), ndo hd razdo para ndo considerarmos, a partida, a defini¢do para o caso geral.

A definigdo por recorréncia de uma sucessdo, u (de elementos de V) consiste tipicamente no seguinte:
*  Equacdo de recorréncia:
Defini¢do da equagdo que indica como calcular o valor de qualquer termo u, a custa de i (=1) termos
anteriores da sucessdo. Nessa definicdo pode ainda referir-se o indice n.
Mais formalmente, a equagao de recorréncia toma a forma:
u, = F(n, u,, ..., u,,), para qualquer inteiro n=q-+i
com F uma aplicacdo F: Z,x Vi V.
e Condicoes iniciais:
Define-se explicitamente qual o valor dos primeiros i termos da sucessao u.

A chamada base da defini¢do recursiva, ou condigdo inicial (condigdes iniciais, se i>1).

Lou g-sucessdes (recordar a terminologia introduzida na sec¢do 4 do capitulo 4).
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A este par de componentes da definicdo por recorréncia - condi¢des iniciais e equacdo de recorréncia -
também se chama uma relagcdo de recorréncia (embora por vezes também se use o termo relacdo e
recorréncia para se referir apenas a equacdo de recorréncia).

No caso mais simples, de relacdes de recorréncia, o termo u, € definido a custa do termo u,;, € as
condig0es iniciais resumem-se em indicar qual o valor do primeiro termo da sucessao, u.

No capitulo anterior mostrdmos que a definigdo de uma sucesso, u de acordo com o padrdo anterior
ndo era problemdtica, no sentido de que existia uma e uma s6 aplicagdo u: Z,—V que satisfazia uma tal
relagdo de recorréncia (veja-se a sec¢do 1 do capitulo anterior, para o caso mais simples em que u, €

definido a custa de u,, e o coroldrio 4 da tdltima seccdo desse mesmo capitulo para o caso geral).

n-1»
Mas o facto de sabermos que existe uma e uma s sucessio, que satisfaz uma relagio de recorréncia, do
tipo indicado acima, embora seja fundamental, ndo nos deve satisfazer. E muito importante dispormos
também de formas explicitas que nos permitam calcular directamente o valor de qualquer termo u, (como
fungdo de n). Caso contrdrio, o cdlculo do valor de um termo u, pode-se tornar extremamente ineficiente?2.

Considere-se p.ex. a seguinte defini¢cdo por recorréncia de uma sucessio, de naturais u:IN,—IN; :

i) u=0

ii) u, =2 u,, +1, paran=1 (qualquer)

O cdlculo do valor de usy, por aplicagdo desta defini¢do recursiva, obriga-nos a calcular sucessivamente u;,
Uy, Uz, Uy, Us, ..., Uggo.

Torna-se assim extremamente importante, do ponto de vista prdtico, procurar obter "solucdes
explicitas” para estas relagdes de recorréncia (o0 que, embora nem sempre seja possivel, em muitos casos
€). A tal dedicaremos este capitulo.

A relevancia deste topico advém do facto de a solucdo mais simples para muitos problemas (de certa

natureza) assentar precisamente numa defini¢do por recorréncia (como procuraremos dar exemplos).
Seccdo 2: Algumas estratégias para a solucdo de relacdes de recorréncia.

Consideremos como primeiro exemplo (motivador) o bem conhecido problema das "Torres de Hanoi".

Exemplo (motivador) 1 (Torres de Hanoi):
Esistem trés postes verticais num mosteiro, num dos quais estdo enfiados 64 discos, por ordem
estritamente crescente de tamanho. Os monges pretendem transferir os discos do poste inicial para para um

dos outros postes, usando o terceiro poste como auxiliar e nunca violando a seguinte restri¢do:

2 Refira-se, a propdsito, que embora uma funcdo u, definida por uma equacdo de recorréncia do tipo: u, = F(n, u,, ..., u, ),
seja muito facilmente programdvel num computador (assumindo que a funcdo F o €), recorrendo a um programa de tipo
recursivo, tal tipo de programa pode ser altamente ineficiente, como ilustraremos a frente (no iltimo capitulo). E em geral
preferivel, em termos de eficiéncia, efectuar o cdlculo de um termo u, por processos iterativos (recorrendo, por exemplo, a
ciclos tipo “While”), do que por processos recursivos. Naturalmente, a situagdo ideal € quando podemos efectuar o cdlculo de u,
directamente, por u, poder ser traduzido através de uma funcdo de n expressa em termos de operacdes bdsicas, jd disponiveis na

linguagem de programagdo em causa.
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"Um disco maior nunca pode ser colocado em cima de um disco mais pequeno"
Os discos acreditam que quando tiverem terminado esta tarefa a humanidade terd ganho o acesso ao céu e o
mundo acabard ...

\Y%

Na disciplina (anterior) de Paradigmas da Programaco, os alunos aprenderam a construir um programa
para realizar esta tarefa (em realidade virtual).

Mas serd que os monges tém alguma razdo ? Serd que tal problema é mesmo "soldivel" (do ponto d
vista pratico) ?

Quanto tempo demoraria a efectuar a tarefa que os monges pretendiam fazer (supondo que os monges
sabiam como executar tal tarefa) ?

Para obter esse tempo, podemos tentar determinar quanto movimentos de um disco, de um poste para
outro, temos de fazer, no minimo, e depois assumir que cada movimento de um disco demora (em média)

um certo tempo, e fazer as contas.

Estratégia para a formalizacdo/solucio do problema3:

Primeiro passo: generalizar o problema.

Tal como fizemos na disciplina de Paradigmas da Programacao, aquando da construcdo do programa para a
resolucdo deste problema, a melhor maneira de encontrar uma solug¢do para o problema em causa consiste

em generaliza-lo, considerando que no poste inicial pode estar um qualquer nimero n de discos.

Em particular, tal permite-nos considerar casos com poucos discos, que poderemos tentar resolver, e

cuja solugdo nos poderd ajudar a intuir como proceder no caso geral.

Segundo passo: introduzir uma notacao apropriada e estabelecer a relacdo de recorréncia relevante.

Procuremos introduzir uma notacdo apropriada, caracterizando o seu significado exacto, e estabelecer a

relacdo de recorréncia relevante (se estivermos perante um problema “de natureza recursiva”).

Seja t, = a0 menor nimero de movimentos de discos necessdrios para transferir n discos de um poste

para outro.

Comecemos por calcular t, para valores de n pequenos. E imediato que:
t,=1
t,=3
O valor de t; ainda se pode calcular com relativa facilidade, uma vez que € ficil de verificar que a mudanca
optima de 3 discos de um poste para outro, usando o terceiro poste como auxiliar, se processa como se

segue:

3 Seguindo as ideias expostas em [27].
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situagdo inicial: 1° movimento: 2° movimento: 3° movimento:  4° movimento:
1

2 2 | |
3 3 1 3 1 2 3 2 3 2
5° movimento: 6° movimento: 7° movimento:
1
2 2
1 3 2 1 3 3

Assim t; = 7.
Mas para valores maiores de n, as contas comecam a ser mais dificeis de fazer.

Procuremos pensar recursivamente® e definir t, 4 custade t, , :

Ora, se queremos mudar n discos de um poste (chamemos-lhe A) para outro poste (chamemos-lhe B),
usando o terceiro poste (chamemos-lhe C) como auxiliar, sem violar a restricdo imposta, como o n-ésimo
disco tem de ficar em baixo no poste B, a melhor solucdo € aquela em que quando mudamos o n-ésimo
disco do poste A 0 mudamos logo para o poste B: para isso, o poste B tem de estar vazio e os primeiros
n-1 discos tém de estar no poste C. Feita essa mudanca, resta-nos mudar os primeiros n-1 discos do poste
C para o poste B.

Mas o menor nimero de movimentos de discos necessdrios para mudar os primeiros n-1 discos do
poste A para o poste C € dado por t, ;. E o menor nimero de movimentos de discos necessdrios para mudar

os primeiros n-1 discos do poste C para o poste B é também dado por t, ;.

Chegamos assim a equacgdo de recorréncia’:
t,=t.,+ 1+t ,= 2t +1, para (qualquer) n=2
tendo como condicdo inicial
t,=1
Por outro lado, podemos considerar mesmo que o nimero n de discos pode ser nulo, conduzindo-nos a
seguinte relacdo de recorréncia (€ imediato que com ela se obtém t;, = 1 pelo que nos conduz aos mesmos
valores de t, que a relagdo anterior):
t,= 2t,, +1, para (qualquer) n=1
t,=0

Terceiro passo: resolver a relacdo de recorréncia.

Resta-nos um problema: como resolver esta relacdo de recorréncia (de modo a obter uma expressdo

explicita para t,, como fung¢do de n) ?

4 Uma vez que se trata de um problema que tem uma natureza claramente recursiva.

5 Facil ifi laga énci i 1 lcul 1
acilmente se verifica que esta relagdo de recorréncia estd de acordo com os valores calculados para t, para valores de n

pequenos. Naturalmente tal teste positivo ndo garante que a relacdo de recorréncia a que chegdmos estd correcta, embora se o

teste desse negativo, tal garantisse que ela ndo estaria correcta.
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E claro que podemos neste momento facilmente fazer um programa computacional (recursivo) para o
cdlculo de t, (e assim resolver o problema de determinar o nimero minimo de movimentos de discos que
os monges teriam de realizar). Mas se tivermos uma solucdo directa explicita ¢ muito mais eficiente de
efectuar tal cdlculo (e permite-nos, ainda, ter uma ideia muito mais clara de como o ndmero
movimentos de discos necessdrios evolui/cresce com o nimero de discos n). A tal nos vamos dedicar em

seguida.

Para a resolucdo de relacoes de recorréncia ha também varias estratégias e técnicas

possiveis, que se podem procurar utilizar (e no que se segue abordaremos algumas delas).

Primeira estratégia para a resolucdo de relacdes de recorréncia:

Uma primeira estratégia consiste em procurar intuir a solucdo e depois provar que ela estd correcta (0 que

tipicamente € feito por inducao).

Um primeiro método para intuir a solucdo de uma relacfo de recorréncia

E para intuir a solucdo um bom método continua a ser fazer as contas para valores de n pequenos
(sucessivamente maiores), para vermos se os nimeros obtidos exibem alguma tendéncia que nos permita
abstrair a regra que os permite gerar. (Caso a andlise dos vdrios valores obtidos ndo nos permita intuir qual

a regra de geragdo dos sucessivos nimeros, entdo teremos de procurar um outro método.)

Calculemos entdo alguns termos da sucessdo t, (usando a relacdo de recorréncia em causa):

t,=0
t,=1
t,=3
t, =

t,=15
ty =31

Neste caso, com alguma experi€ncia, ndo € dificil intuir a regra que parece estar por detrds da geracdo

destes numeros. De facto, notando que

t,=0=2"1
t,=1=2"1
t,=3=2%1
t,=7=21
t,=15=2%1
ty=31=2%1

tudo aponta para a seguinte regra de cdlculo:

t, = 2"-1, para qualquer n=0
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Resta-nos provar que t, = 2"-1 € de facto a solug@o da relacdo de recorréncia em causa, que a seguir se
recorda:
t, =2 t,, +1, para (qualquer) n=1
t,=0
(Que tal relacdo de recorréncia admite uma e uma s6 solugdo jd sabemos, pelos resultados estabelecidos no

ultimo capitulo.)

Essa prova € tipicamente feita por inducdo. Neste caso uma inducdo simples basta, como se ilustra a
seguir.

Concretamente, queremos provar que se uma sucessao de naturais (t,),., satisfaz a relacdo de recorréncia
anterior, entdo verifica-se

Vo P(n)

com P(n) a propriedade t, = 2"-1.
Base: Verifica-se P(0).

Dem.: Imediata, pois pela condig¢do inicial t, = 0 e 2°-1 = 0.
Passo de inducdo: seja n=0 qualquer.
HI:  Verifica-se P(n), i.e. t, = 2"-1
Tese: Verifica-se P(n+1), i.e. t,,, = 2™'-1

Dem.: Tem-se:

[

= (equacdo de recorréncia)
2t, +1

=(HD)
2(2™1) +1

2n+]_1
(c.q.d.)

Exemplo (motivador) 1 - conclusdo:
J4 sabemos calcular t,, para qualquer nimero n de discos. No caso concreto do exemplo, obtém-se entdo
que os monges necessitariam de efectuar no minimo
te, = 2% -1
movimentos de discos para transferir os 64 discos de um poste para outro.
Mas uma expressdo como 2*-1 ndo nos dd bem uma ideia concreta do nimero de movimentos
discos em causa. Se calcularmos o valor de 2% -1 obtemos o seguinte niimero:
te, = 2% -1 = 18 446 744 073 709 551 615 movimentos
Procuremos traduzir este valor em tempo.
Assumindo que cada movimento de 1 disco demora 1 micro-segundo, i.e. 10" segundos, obtém-se
= 18 446 744 073 709 segundos
=~ 5,1241 x 10° horas
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~2,13504 x 10® dias
= 584 942 anos
= 5849 séculos !
e, se assumirmos que cada movimento de 1 disco demora 1 nano-segundo, i.e. 10" segundos (grosso modo
um computador pessoal pode executar cerca de 2*10° operagdes por segundo), obtém-se
= 585 anos
=~ 5,8 séculos !
e, se assumirmos que cada movimento de 1 disco demora 1 pico-segundo, i.e. 10"* segundos, (um
supercomputador pode executar actualmente cerca 135%10'? operagdes por segundo), obtém-se
~213,5 dias !
e, se assumirmos que cada movimento de 1 disco demora 1 femto-segundo, i.e. 10" segundos, obtém-se
=~ 5,12 horas !
muito melhor, mas, mesmo assim, intratidvel, mesmo computacionalmente (nomeadamente se
aumentarmos um pouco ainda o nimero de discos: experimente duplicar o nimero de discos!).
A raiz de fundo do problema reside no facto de t, = 2" -1 crescer exponencialmente (em fungdo do
mimero de discos n).
Ha problemas que embora sejam computdveis (teoricamente soltiveis computacionalmente), demoram
um tempo que na pratica os torna insoldveis®. Estes tépicos serdo abordados na disciplina de "Teoria da

Computabilidade e Complexidade".

Voltando ao problema da solugdo de relacdes de recorréncia, no caso anterior (das torres de Hanoi) foi
possivel intuir a forma do termo geral da sucessao, t,, a partir do cdlculo do valor de alguns termos iniciais
dessa sucessao (no caso, ty, t, t,, t; € ty).

Convém, no entanto, dispor de outras estratégias’ e técnicas que nos permitam resolver relacdes de
recorréncia, uma vez que nem sempre € facil intuir a solu¢do a partir do cdlculo de alguns termos iniciais
(e, mesmo no caso em questdo, para alguns alunos com menor experiéncia, talvez ndo fosse simples de

intuir a expressdo de t,).

6 Um problema andlogo ocorre na drea da teoria dos jogos, por exemplo na construcdo de programas para jogar xadrez. Hd
demasiadas opgdes para conseguir determinar em cada momento qual a melhor jogada, por exploracdo de todas as sequéncias
de jogadas possiveis. Sdo precisas estratégias de pesquisa e eliminacdo de opgdes dentro do espaco das opgdes/solugdes
possiveis. Este topico € abordado na disciplina de "Introducdo a Inteligéncia Artificial".

7 Refira-se, a propdsito, uma outra estratégia a que podemos recorrer, na prdtica, para tentar obter a solu¢cdo de uma relagdo de
recorréncia: ver se ela jd foi estudada (estratégia que ndo usaremos aqui, pois 0 nosso objectivo neste texto € ensinar técnicas
para solucionar relagdes de recorréncia).

Registe-se o que se diz a esse respeito na pagina 42 do livro [27]:

Para encontrar a solugdo de uma relagdo de recorréncia, que se suspeite que jd foi estudada, podemos proceder como se
segue: calcular um nidmero significativo de termos iniciais da sucessdo (que a permitam distinguir de outras sucessdes de
nimeros jd estudadas) e ir ao livro “N.J.A. Sloane, A Handbook of Integer Sequences, Academic Press, 1973”, onde se listam
milhares de sequéncias de nimeros com referéncias para literatura relevante (i.e. com referéncias para textos onde tais

sequéncias se encontram estudadas).

323



Saliente-se, alids, que existem alguns resultados gerais que nos indicam como calcular directamente a
solucdo de relagdes de recorréncia com determinadas caracteristicas. Sobre esses resultados nos
debrucaremos em sec¢des ulteriores.

Para jd, aproveitaremos um outro exemplo para ilustrar um segundo método que nos permite intuir
facilmente o termo geral de sucessdes definidas por recorréncias com certas caracteristicas, método que

aplicaremos em seguida também ao caso que acabdmos de analisar, das torres de Hanoi.

Vejamos um segundo exemplo motivador, agora de natureza geométrica: o chamado problema das n

ovais (onde por uma oval se entende, informalmente, uma curva fechada que ndo se intersecta a si propria).

Exemplo (motivador) 2 (o problema das n ovais):
Suponha-se que n ovais sdo desenhadas num plano de modo a que nenhumas trés ovais se encontrem num
ponto e cada par de ovais se intersecte em exactamente dois pontos.

Quantas regioes distintas do plano s@o criadas por essas n ovais ?

Designemos por r, o nimero de regides do plano criadas por n ovais. Tem-se:

n=1:
2
Logo: r, =2
n=2:
4
Logo:r,=4
n=3:
Logo: r; =8

Comecga a ndo ser facil vizualizar geometricamente qual o valor de r, para valores maiores de n. E mais
simples generalizar e pensar recursivamente. (Embora os valores anteriores parecam sugerir que r,=2",
podemos estar enganados, e enquanto ndo tivermos estabelecido as condigdes que r, tem de satisfazer, ndo

temos maneira de poder provar tal suposicio).

Reformulemos o problema, analisando-o recursivamente:

* n-1 ovais dividem o plano em r,, regioes;
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* A n-ésima oval cruza cada uma das n-1 ovais anteriores em 2 pontos e, portanto (como nenhumas trés
ovais se cruzam num mesmo ponto), a n-ésima oval cruza-se com o conjunto das n-1 ovais anteriores
em 2(n-1) pontos;

* A n-ésima oval divide-se assim em 2(n-1) arcos, e cada um desses arcos vai dividir a regido em que se
encontra em duas (ver a figura acima com n=3);

* Assim, a n-ésima oval vai assim dar origem a mais 2(n-1) regides.

Chegamos, portanto, a seguinte equacio de recorréncia
r,=1,, + 2(n-1), para (qualquer) n=2
tendo como condi¢do inicial

=2
Procuremos resolver esta relacdo de recorréncia.

Para isso podemos tentar aplicar a 1 técnica que demos, calculando o valor de r, para valores pequenos
de n, tentando intuir a expressdo do termo geral e provando em seguida (por indug@o) que ela estd de facto
correcta.

Como jd sabfamos, obtém-se

n=2,r=4r1,=28
0 que parece sugerir que r,=2". Mas antes de tentarmos provar que tal suposicdo estd correcta, calculemos
mais alguns termos:

r,=1;+24-1)=14

rs=1,+2(5-1) =22

Io =15+ 2(6-1) =32
Claramente que a nossa suposicdo estava errada !

Os valores obtidos ndo sugerem facilmente qualquer férmula explicita para o termo geral da sucessao!

Precisamos assim de procurar um outro método que nos ajude a intuir o termo geral de uma sucessido

definida por recorréncia (ou uma outra estratégia para resolver relacdes de recorréncia®).

O _método iterativo (ou da iteracdo)

O método iterativo consiste em ir calculando r, em termos dos seus antecessores até se chegar a (até

"emergir") uma férmula explicita para o termo geral da sucessao.

Tlustrémo-lo para o caso em questdo:

r, = (pela equagdo de recorrénciar, = 1, + 2(n-1))
I, +2(n-1)= (pela equag@o de recorrénciar, | =r1,, + 2(n-2))
I, +2(n-2) + 2(n-1) = (pela equagdo de recorrénciar, , =1, 5 + 2(n-3))

I,5 +2(n-3) + 2(n-2) + 2(n-1) =

8A estratégia da reducdo da relacdo de recorréncia a uma outra relacdo de recorréncia, mais simples, através de uma

adequada substituicdo, que daremos a frente, também ndo parece ajudar neste caso.

325



I+ 2(n-K) + ... + 2(n-1) = (considerando k=n-1, obtém-se)

r,+2(1)+..+2(n-1) =

r+2(1+..+n-1)= (usando a condigdo inicial - r; = 2 - e 0 simbolo de somat6rio)
n-1
2+ 22 i= (soma de uma progressdo aritmética)
i=1
1+(n-1
24220y (simplificando)
2 +n (n-1)
Ou seja:
r, = n’-n+2 (paranxl)

Refira-se um aspecto que diferencia o método iterativo do primeiro método ilustrado (no dmbito do
exemplo das Torres de Hanoi) para a resolucdo de relagdes de recorréncia.

No caso do primeiro método ilustrado, nds calculdvamos alguns termos iniciais da sussessdo e a partir
deles procurdvamos abstrair/intuir a expressdo do termo geral da sucessdo. Mas nada nos garantia que ndo
nos tivéssemos enganado nessa intui¢do (por exemplo, no caso das n ovais os primeiros termos sdo r, = 2,
1, =4, 1; = §, 0 que leva logo a supor que r,=2", suposi¢do que estd no entanto errada, como vimos).
Assim, era fundamental provar que a expressdo intuida para o termo geral estava correcta, prova
tipicamente feita por inducdo.

No caso do método iterativo, nés podemos considerar que a forma como chegamos a expressdo do
termo geral da sucessdo ja constitui (pelo menos em certos casos) uma sua deducdo (ainda que de algum
modo informal), ndo se tornando estritamente necessdrio provar (por indu¢do) que ela estd correcta.

De qualquer forma, como nos podemos ter enganado nalgum célculo, € sempre uma boa prdtica testar o
resultado a que chegdmos, testando a expressdo que obtivemos para o termo geral para alguns dos valores
der, que ja calculdmos. Tal € feito a seguir:

p =1"-1+2=2
b =2°-2+2=4
, =3°-3+2=38
b =4-4+2=14

E, embora tal ndo seja estritamente necessdrio (pelo que observdmos acima), podemos sempre reforcar
a nossa certeza na correccio da solucdo obtida, através de uma prova por inducdo, o que € feito a seguir
(aproveitando para dar mais uma ilustracdo de provas por inducdo).

Provemos entdo, para terminar este exemplo, por indugdo (simples em n=1) que:

V. r,=n’-n+2

Base: n=1

Dem.: Tem-se r, =2 (a condi¢do inicial) e 17 - 1 +2 =2 (c.q.d.)
Passo de inducdo: Seja n=1 qualquer.

HL r,=n’-n+2
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Tese: 1,,, = (n+1)*- (n+1) + 2
Dem.: Tem-se

T,

n+l

(equagdo de recorréncia)

r.+2n

= (HD
n-n+2+2n

n+n+2
E

m+1)?*-(+D)+2 = n’+2n+1-n-142 =n*+n+2
(c.qd)

Uma outra ilustracdo do método iterativo

Vejamos uma nova ilustragdo do método iterativo, aplicando-o agora a resolugdo da relagdo de recorréncia
obtida para as Torres de Hanoi, que a seguir se recorda:
t,=0

t,=2t,,+ 1, paran=1
Aplicando o método iterativo obtém-se:

t =

n

(pela equacdo de recorrénciat, =2t + 1)
2t,+1= (pela equacdo de recorrénciat,;, =2 t,, + 1)
2Rt ,+ )+ 1= (simplificando)
2¥2t,+ 2+ 1= (pela equagdo de recorrénciat,, =2 t, 5 + 1)
2¥2 2t s+ D+2+ 1= (simplificando)

2¥2%2t, s+ 2%¥24+2+ 1= (pela equacdo de recorrénciat, ; =2 t,, + 1)

2222 2t + D)+ 22+ 24+ 1=
2HDEDED A, , + 2¥2F2 4 2¥2 4+ 2 + 1 =

24t + 22 +22 4214 20=

Xt + 28+ 2 L+ 2242+ 20=

Mty + 2" 2" L+ 224204+ 20=

2l on2 4 L+ 22420420

n-1
5o
i=0

(simplificando)
(isto €)

(parece claro que se obtém)

(e, considerando k=n, obtém-se)

(pela condi¢do inicial, t, = 0)

(soma de uma progressdo geométrica)
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2(n—l)+1 -1
2-1
2"-1

= (simplificando)

(como ja sabifamos)

O método iterativo funciona muitas vezes bem para relacoes de recorréncia com uma forma genérica do
tipo:

u, = by

u,=a,u,, +b,
com a, e b, constantes ou expressdes envolvendo n, mas ndo envolvendo "a recorréncia u" (i.e. ndo

envolvendo termos da sucessao u que estamos a definir por recorréncia).

J4 vimos exemplos com:

- a, e b, constantes (o caso das torres de Hanoi)

- a, constante e b, uma func¢do de n (o caso das n ovais)

Por outro lado, como vimos nesses exemplos, a aplicacdo do método iterativo conduz-nos em geral a

somatdrios®.

Refira-se ainda que o método iterativo pode ser apresentado de uma outra forma conhecida como a

técnica (ou método) do cancelamento, que passamos a ilustrar, primeiro para os dois casos particulares

abordados (n ovais e torres de Hanoi) e depois para o caso geral acabado de mencionar.

Técnica do cancelamento - caso das n ovais:

Relacdo de recorréncia:
r=2

I, =T1,; + 2(n-1), para n=2

Aplicagao da técnica do cancelamento:

I, =T, +2(n-1) (aplicar a equagdo de recorréncia)
I, =T1,,+2(n-2) (aplicar a equagdo de recorréncia)
=1, + 2(2) (aplicar a equagdo de recorréncia)
=1, +2(1) (aplicar a equagdo de recorréncia)

Somando obtém-se

LL+0, +..+0L= T, +..+L+0+2(1+2+..+4+n-1)

n-1

Cancelando (r, ; + ... + 1,) obtém-se

r,= 1+2(+2+..+n-1)

9 Embora nem sempre: considere, por exemplo, o caso em que a, € constante e b, = 0.
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Isto € (usando a condigdo inicial e o simbolo de somatdrio)

n-1

rn=2+2Ei

i=1

a mesma expressao que obtivemos pelo método iterativo.

Técnica do cancelamento - torres de Hanoi:
Relagdo de recorréncia:
t,=0

t,=2t,, + 1, paran=1

Aplicaglo da técnica do cancelamento:

t,=2t,,+1 (aplicar a equacao de recorréncia)
2t,,=2Qt,+1)=2%t,+2 (aplicar a equagdo de recorréncia e simplificar)
22t,,=2°Q2t,,+1)=2t,,+ 27 (aplicar a equagio de recorréncia e simplificar)

2t =222t + 1) =2""t; + 2" (aplicar a equagdo de recorréncia - t, ,,=t, - e simplificar)
2 = 2M(2 g+ 1) = 2 g + 2]
Somando obtém-se
2t .+ 2= 2t A2 2"+ L 2+ 27+ 2™ 2!
Cancelando (2 t,, + ... + 2™' t,) obtém-se
tb= 2t + 1 +2+2%+ .. +2"24 2™

Isto € (usando a condigdo inicial e o simbolo de somatdrio)

n-1
th = 2 2!
i=0
a mesma expressao que obtivemos pelo método iterativo.

Técnica do cancelamento - caso geral:

Relagdo de recorréncia:
U, = b,
u,=a,u,, +b,, paran=1

com a, e b, constantes ou expressdes envolvendo n, mas ndo envolvendo "a recorréncia u"

Aplicagao da técnica do cancelamento:

u,=a,u,, +b, (aplicar a equagdo de recorréncia)
a,u , =a@,,u,+b )=aa, u,+ab,, (aplicar a equagdo de recorréncia e simplificar)
a8y Uyo = 8,8,,(@,, Uy + byp) =288, 0,5+ a,a,,b,, (idem)
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a8, 1800 AU = 8,8 3@ Uy + b)) =aa,,8,,... 33 Uy + 2,8,,8,,... 3D, (idem)
Somando e cancelando (a, u, ; + ... + a,a,,3,,... a,U;) obtém-se
u,= a,a,,a,,... 3,3, Uy +b, +ab,, +aa b, + ..+ a3 a,. ab

Isto € (usando a condi¢do inicial, reajustando a ordem das somas e dos produtos, e usando o simbolo do

somatorio):
n-1
u, =b, + Ebiaiﬂ...an
i=0

expressdo que ainda pode ser reescrita, recorrendo ao simbolo do produtdrio, como se segue:

n-1 n
U, = bn + Ebl( H(lk)

=0 k=i+l
Refira-se que esta dedugdo da forma para o caso geral € aqui efectuada com fins ilustrativos. Quando
quisermos resolver uma recorréncia deste tipo, tanto podemos aplicar esta forma geral a esse caso concreto
(e depois tentar resolver o somatdrio em causa), como poderemos aplicar directamente a técnica do
cancelamento, ou o método iterativo, ao caso concreto em questdo (0 que em certos casos talvez até possa

ser, ou pelo menos parecer, mais simples).

Exemplo 3 10:
Assuma-se um modelo econdmico em que a oferta e a procura sdo determinadas por equagdes lineares.

Mais especificamente, a procura € dada pela equag@o

p=a-bq

onde p € o preco, g € a quantidade e a e b sdo constantes (parAmetros) positivas. A ideia € que se o preco
cresce os consumidores compram menos quantidade do produto em causa.

A oferta € dada pela equacdo

p=kq

onde p € o preco, g € a quantidade e k € uma constante (pardmetro) positiva. A ideia € que se o prego cresce
a empresa vendedora deseja aumentar o produto em venda.

Assuma-se ainda que hd um lapso de tempo no modo como a oferta reage a alteracdes. (Por exemplo,
demora tempo a conseguir aumentar a oferta do produto.)

Considerando intervalos de tempo discretos, designaremos por p, 0 preco no instante n (p, serd o preco
inicial e p,, com nx1, serd o preco no fim do n-ésimo intervalo de tempo).

Assumimos que a procura € dada pela equagao:

p.=2a-bgq, n=0 (*)

significando que, no instante n, a quantidade q, serd vendida ao preco p,, € assumimos que a oferta é

regulada pela equacdo

10 Exemplo tirado do livro [34] (paginas 263, 264, 273 e 274).
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Pn =K g, 020 (%)
significando que € necessdria uma unidade de tempo para a empresa vendedora ajustar a quantidade ao preco,
isto €, s6 no instante n+1 a quantidade (q,,,) serd ajustada ao preco do instante n (p,).
Resolvendo a equagdo (¥*) da oferta, em ordem a q,,;, e substituindo na equagdo (*) da procura no

instante n+1, obtém-se a seguinte equacdo de recorréncia para o preco
b
Pn+1=4a _Zp" , para n=0
isto €, de forma equivalente

b
Pn =@=="Pn-1, para nzl

Olhando para esta equacdo de recorréncia podemos notar que se % =1, o prego oscila entre p, e p;:
pr=a-py, pp=a-pr=pPo, P3=pP1 , ...
Para a solucdo desta equagdo de recorréncia podemos recorrer ao método iterativo, designando (para

simplicar as contas) —% por S:

Pn = a+8pp_|

a+sta+sp,_2) = a+sa+s2pn_2 =

a+sa+sz(a+spn_3) = a+sa+52a+s3pn_3 =

n-1 n
a+sa+s2a+s3a+...+s a+s p0=

n-1
= azsl+s" PO (soma de uma progressao geométrica)
i=0
n
=a +5" po
s—1
n, —a a b
S (——+pg)+— §=—-—
-5 PO S

b, —ak a
( . ) ( P Po)
E, olhando para a expressdo geral obtida para p,, podem-se tirar algumas conclusdes:

—ak

k+b

b
* Se %< 1, a parcela (—;)n( +po) vai diminuindo & medida que n cresce, de modo a que o preco

tende a estabilizar a volta aproximadamente de kakb ;
+

b - .
e Se i 1, como j4 tinhamos observado, p, oscila entre p, € p;:

b . .
* Se i 1, as diferencgas entre os precos sucessivos crescem:

—ak

k+b

b b
Pn+1~ Pn =(—;)nc, com ¢ =( +p0)(_;_1)
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Outras estratégias para a resolucdo de relacdes de recorréncia — reducdo a uma mais simples:

Procurar transformar a relagdo de recorréncia numa outra relacdo de recorréncia mais simples, ou que jd
saibamos resolver, através da manipulagdo da equagdo de recorréncia em causa e recorrendo, eventualmente,
a uma substituicdo / mudanca de varidvel conveniente.

\Y%

Tlustremos esta técnica através de alguns exemplos.

Exemplo 1 revisitado:
No caso das torres de Hanoi, foi possivel intuir a forma do termo geral da sucessao, t,, a partir do cdlculo
do valor de alguns termos iniciais dessa sucessdo. Mas, como jd referimos, para alguns alunos com menor
experiéncia, talvez ndo fosse simples de intuir a expressao de t,, a partir do cdlculo desses valores.
Se olharmos para a relacdo de recorréncia em causa:
t,=0
t,=2t,, + 1, paran=1
facilmente se constata que € o "+1" ocorrendo na equacdo de recorréncia que torna mais dificil a intui¢do da
expressdo do termo geral t,.
Ora a relacdo de recorréncia em causa pode ser "simplificada", ou, mais precisamente, pode ser
transformada numa outra relagdo de recorréncia mais simples. Vejamos como:
* Comece-se por adicionar 1 a ambos os membros das equagdes em causa:
tp+1 =1
t,+l=2¢t,+2
* A dltima equagdo pode ser reescrita como se segue:
t,+1 =2, +1)
* Assim, chamando u, a t,+1 (substituindo t+1 por u,), isto &, efectuando a mudanca de varidvel!l:
u, =t, +1
obtém-se a seguinte relacio de recorréncia
u,=1
u,=2u,
mais simples de resolver que a inicial.
* De facto, usando a primeira estratégia dada atrds para resolver relagdes de recorréncia, podemos calcular

alguns termos iniciais da sucessao u,:

u,=1
u, =2
u, =4
u; =8

a partir dos quais € imediato intuir a seguinte expressao para o termo geral:

u, =2"

11 Que corresponde a definir u, = f(t,), com f a fung¢do que aplica cada natural no seu sucessor.
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solucdo que se pode comprovar por inducdo simples.
* E, apartir da expressio de u,, obtém-se a seguinte expressdo para t,!2:
t,=u,-1=2"-1

(como j4 sabiamos).

Exemplo (complementar) 4 13:

A um jantar n pessoas deixam os seus sobretudos, marcando-os (através de alguma identificagdo). Quando
o jantar termina, os sobretudos sdo devolvidos aleatoriamente. Infelizmente, ninguém recebe o seu
sobretudo. Designando por D, o nimero de maneiras possiveis de distribuir n sobretudos por n pessoas d
modo que nenhuma pessoa receba o seu sobretudo!4, pretende-se saber calcular D, (para qualquer n=1).

Comecemos por calcular alguns valores iniciais de D,,.

E imediato que D, =0 e que D, = 1.

Calculemos ainda D;.

Procurando uma notacdo simples que nos ajude a descrever a distribuicdo efectuada dos sobretudos,
escreveremos

< S1, 82, ..., Sn >
para designar que a pessoa i (i=1,...,n) recebeu o sobretudo Si (onde Si € um nimero, entre 1 e n, que
identifica o dono desse sobretudo. Assim, por exemplo, <3, 2, 1> descreve a distribuicdo em que a pessoa
1 recebeu o sobretudo da pessoa 3, a pessoa 2 recebeu o seu préprio sobretudo e a pessoa 3 recebeu o
sobretudo da pessoa 1.

Procuremos entdo quantas maneiras existem de 3 pessoas receberem os sobretudos todos trocados. Em
tal caso, das duas uma: a pessoa 1 ou recebeu o sobretudo 2 ou o sobretudo 3. Consideremos o caso em
que a pessoa 1 recebeu o sobretudo 2 e procuremos as distribui¢cdes que possam conduzir a tal situacao:
<2, 777, 77?7 >. As hipdteses sdo <2, 3, 1> ou <2, 1, 3>, mas no ultimo caso a pessoa 3 teria recebido o
sobretudo certo. Logo a tnica possibilidade é <2, 3, 1>. Igualmente a tnica distribuicdo “que funciona”,
comecando por 3 € <3, 1, 2>. Assim D; = 2.

Calculemos ainda D, até para servir de teste a solu¢do geral a que chegarmos.

A pessoa 1 terd o sobretudo 2, 3 ou 4 (3 hipédteses). Suponha-se que a pessoa 1 tem o sobretudo 2 (os
outros casos sdo andlogos). Hd as seguintes hipéteses:

a) <2,1, 777, 777> neste caso hd os sobretudos 3 e 4 para distribuir (erradamente) pelas pessoas 3 e 4.

Quantas maneiras temos de isso poder acontecer ? D, = 1 (distribui¢do <2, 1, 4, 3>)

12 Desde que se tenha u, = f(t,), com f injectiva, podemos sempre retornar de t, a u, (pois se f € injectiva, existe a sua func¢do
inversa e esta estd definida obviamente em todo o ponto do contradominio de f): t, = f'(u,) (no caso em questdo '(u,)=u,~1).
Saliente-se, contudo, que isto ndo significa que ndo se possam fazer substitui¢des que ndo correspondam a mudancas de

varidveis deste tipo: veja-se p.ex. o exemplo 4 a seguir.
13 Tirado do livro [34] (pdginas 284-287).

14 Uma permutacdo de n elementos na qual nenhum elemento estd na sua posicdo original é conhecida pelo nome técnico de um

“desarranjo” (desordem): a derangement.
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b) <2, 3,777, 777>: a unica hipétese € a distribuicdo <2, 3, 4, 1>

c) <2,4, 777, 777> a unica hipdtese € a distribui¢do <2, 4, 1, 3>

LogoD,=3%3=9

Podemos procurar calcular D5, mas o melhor € pensar recursivamente e tentar abstrair melhor os tipos
de situagGes possiveis relevantes.

Suponha-se que temos n pessoas e consideremos uma qualquer dessas pessoas (sem perca de
generalidade podemos supor que se trata da pessoa 1). Seja j o sobretudo que recebeu a pessoa 1 (isto €,
S1=j) Para todas as pessoas terem os sobretudos errados, hd n-1 possibilidades para j: 2, ..., n (a pessoa 1
tera de ter um dos sobretudos de 2 a n).

Agora hd duas situagées possiveis:

a) A pessoa j recebeu o sobretudo da pessoa 1. (Supondo que a pessoa j € a pessoa 2, a distribuicdo serd
do tipo <2, 1, 7?2, ...., 777>). Entdo o conjunto das restantes n-2 pessoas t€ém exactamente os seus
sobretudos, embora “todos trocados”. Quantas maneiras hd de isso poder acontecer ? Exactamente D, ,.

b) Ou, o caso aparentemente mais complicado, em que a pessoa j ndo recebeu o sobretudo da pessoa 1.
Sem perca de generalidade, para simplificar, podemos supor que a pessoa j € a pessoa 2. Temos entao
agora de ver quantas maneiras diferentes temos de distribuir os sobretudos 1, 3, 4, ..., n pelas pessoas 2,
3, 4, ..., n, de modo a que a pessoa 2 ndo fique com o sobretudo 1 e todas as pessoas fiquem com
sobretudos errados. Como o sobretudo 1 ndo pode ir parar a pessoa 2 e o sobretudo 2 ndo estd na lista &
sobretudos disponiveis, o problema € exactamente andlogo ao que se obtém se designarmos o sobretudo
1 por 2 e perguntarmos quantas maneiras hd de distribuir os n-1 sobretudos 2, 3, 4, ..., n pelas pessoas

2,3,4, ...,n,de modo a que todas as pessoas fiquem com sobretudos errados. Exactamente D, ;.

Chegamos assim a seguinte relagdo de recorréncia (que facilmente se verifica que dd o valor atrds obtido

paraD; e D,):

* condigdes iniciais
D =0
D,=1

* equacdo de recorréncia

D, =(n-1)(D,, + D,,), para n=3

Chegados aqui, temos ainda um problema: o de calcular a solugdo desta relagdo de recorréncial?.
O cilculo de valores iniciais ndo induz uma tendéncia clara, e a forma da sua equacdo sugere que o
método iterativo também ndo funcionard bem.
Mas podemos sempre tentar manipular a equacdo de recorréncia, de modo a ver se a conseguimos
reduzir a uma que saibamos resolver, recorrendo se necessdrio a uma substituicdo adequada.
Ora:
D,=@-1)(D,, +D,,) < D,=nD,,-D,,+(-)D,, < D,-nD,,=-D,,+(-1)D,,

15 De acordo com a terminologia a introduzir na préxima sec¢do, estamos perante uma recorréncia linear homogénea, de
ordem 2, mas sem coeficientes constantes (nas proximas sec¢des analisaremos como resolver as recorréncias lineares,

homogéneas e ndo homogéneas, mas de coeficientes constantes).

334



e, fazendo a substituicdio C, = D, - n D,, (para n=2), a equacdo anterior transforma-se na equagdo ce
recorréncia

e C,=-C,,,paran=3

tendo como condi¢do inicial

* C,=D,-1%*D,=1

recorréncia que jd podemos tentar resolver recorrendo (por exemplo) ao método iterativo!©:
C,=-Co =1’ Cp= ... =(C-DCpy=-D"Cy= (-1)"*=(-1)" (para n=2)
e a partir da expressdo de C,, podemos tentar resolver D,.
Como C, =D, -n D, (para n=2), obtém-se D, - n D, , = (-1)", chegando-se assim a seguinte equacio
de recorréncia:
e D,=nD,, + (-1)", para n=2
que jd podemos tentar resolver aplicando o método iterativo:
D, =nD,, +(-1)"D, =
n((n-DD,, + (D™ + (-1)"=
n(n-1)D,, + n(-1)™" + (-1)" =
n(n-1)(n-2)D, 5 + 1)) + n(-1)™" + (-1)" =
n(n-1)(n-2)D, ; + n(n-1)(-1)™* + n(-1)™' + (-1)" =

n(n-1)...(n-k+ DD, , + n(n-1)...(n-k+2)) 1™ + ... + n(-1)™" + (-1)" =  (fazendo k=n-1)
n(-1)..2 D, + n(n-1)...3 (-1)2 +... + n(-1)"" + (-1)" = (como D,=0)

n(n-1)..3 (1% +... + n-)™ + -1)* =

n
S -
< it
1=

n
(-1’ S L)
nlz 1 = (p01s _()! + m 0)
=2
" .
(-1
n!E .
i=0

e mais uma vez o método iterativo nos conduziu a um somatorio.

Deixa-se como exercicio confirmar (provar), por inducéo, que

16 De acordo com a terminologia a introduzir na préxima sec¢do, estamos perante uma recorréncia linear de ordem 1,
homogénea e de coeficientes constantes, pelo que também a poderiamos resolver recorrendo aos resultados que formularemos

na préxima secgio.
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n .

'

Dn:H!E_i' , para n=1,
=0

satisfaz a relacdo de recorréncia a que chegdmos inicialmente para (D,),.,-.

Exercicios:

1.

Suponha-se que a populagdo de uma dada espécie animal, numa determinada localidade, € contada no
fim de cada ano, desde hd 3 anos.

Designando por p, o nimero de elementos da espécie aquando da (n+1)-ésima contagem, sabe-se que
Po = 200 (isto é, hd 3 anos, aquando da 1* contagem, havia 200 elementos da espécie em questdo) e
verificou-se que no fim de cada ano o nimero de elementos da espécie em questdo era igual a metade do

nimero de elementos existentes no fim do ano anterior, menos 10 unidades, isto €
pn—l
p, =5 -10

a) Assumindo que a tendéncia verficada se mantém, obtenha uma expressao explicita para p, como
funcdo de n, recorrendo ao método iterativo. (Sugestdo: ndo efectue as divisées de 10 por 2, de 10
por 4, etc., mantendo-as na forma de um quociente.)

b) Prove, por indugdo, que a expressdo a que chegou satisfaz a a relacdo de recorréncia em causa.

¢) A manter-se a tendéncia verficada, daqui a quantos anos a espécie em questdo estard extinta ?

Suponha que a populacdo de veados, numa determinada localidade, ¢ de 1000 no instante n=0 e que o

crescimento da populac@o do instante n-1 para o instante n € igual a 10% do tamanho que tinha no

instante n-1. Escreva a relag@o de recorréncia em causa (a equacio de recorréncia mais a condi¢ao inicial)

e resolva essa relagdo de recorréncia.

Sabendo que
S,=1
S,=S,, + n, para n=2

Demonstre por inducio que

l+n

Sy = T’l para n=1

Sabendo que
a=1

Demonstre por inducio que
n
ap =—-, para n=0
n!
Foram investidos 500 euros numa aplicacdo de risco, estimando-se que no fim de cada ano essa
aplicacdo possa render 10% de juros (relativamente ao montante existente no inicio do ano). Sendo p, a
quantia (em euros) existente na aplicagdo em questio no inicio do n-ésimo ano:

a) Escreva a condicdo inicial e a equacio de recorréncia para p,, assumindo o comportamento estimado.
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10.

11.

12.

b) Encontre uma expressdo explicita para p, (como funcio de n) e prove por inducdo que ela satisfaz a
relacdo de recorréncia a que chegou na alinea a).
Numa experiéncia, uma coldnia de bactérias tem inicialmente uma populacdo de 50000. e € feita uma
leitura a cada hora, verificando-se que no final de cada hora existem trés vezes mais bactérias que no
final da hora anterior. Designando por p, o nimero de bactérias existente na n-ésima leitura:
a) Escreva a equagdo de recorréncia e a condico inicial que p, satisfaz.
b) Encontre uma expressdo explicita para p, (como funcdo de n) e prove por inducdo que ela satisfaz a
relacdo de recorréncia a que chegou na alinea a).
Resolva a seguinte recorréncia:
a,=0
a, =a,, + 4, para n=2
Resolva a seguinte recorréncia:
a,=0
a,=a,, + 2n, para n=2
Um Sr. A emprestou 1000 euros a um Sr. B, com a seguinte combinagdo: a divida (mais os
respectivos juros) terd de ser paga de uma s6 vez; e, até a liquidacdo da divida, por cada dia que passe o
Sr. B fica a dever mais 50 cé€ntimos ao St. A (a titulo de juros).
Sendo p, a quantia (em euros) que o Sr. B deve ao Sr. A ao fim n dias (sem pagar a divida):
a) Escreva a condi¢do inicial e a equagdo de recorréncia para p,, assumindo o comportamento estimado.
b) Encontre uma expressdo explicita para o valor de p, (como fun¢do de n), e prove por indugdo que
essa expressdo estd correcta.
Considere a sucessao a, definida pela relacdo de recorréncia:
a, =10
a,=a,, +4(n-1) (paran=2)
a) Use o método iterativo para chegar a seguinte expressio explicita para a,:
a,=2n*-2n + 10
b) Prove por indugdo que essa expressao de a, (n=1) estd correcta.
Admita que hd actualmente 1000 baleias numa certa zona e que se estima que em cada ano o aumento
natural (decorrente de nascimentos e mortes naturais, ndo causadas pelo Homem) da populagdo das
baleias (nessa zona) € de 25%. Admita ainda que 0 Homem mata cerca de 100 baleias por ano.
Designando por p, (n=0) o nimero de baleias que se prevé existirem (de acordo com as hipdteses
assumidas) daqui a n anos (sendo p, o nimero de baleias actualmente existentes):
a) Escreva a condicdo inicial e a equacgdo de recorréncia para p,,.
b) Usando o método iterativo, encontre uma expressao explicita para o valor de p, como funcdo de n
(ndo se exige que prove por indugdo que essa expressao estd correcta).
Considere uma hipotética maquina de jogo (de um casino) que funciona como se segue:
* Para efectuar a primeira jogada, o jogador tem de colocar na maquina a quantia exacta de 100 euros

(ou fichas equivalentes a esse valor);
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* Em cada jogada, se o jogador ndo acertar, perde tudo o que apostou; se acertar, pode receber o
prémio que lhe € devido, ou pode apostar esse prémio numa nova jogada (sem introduzir qualquer
dinheiro adicional);
* Na primeira jogada, a mdquina paga o dobro da aposta do jogador (recorde-se que a aposta do jogador
na primeira jogada é de 100 euros);
* Em cada jogada seguinte, supondo que o jogador acertou na jogada anterior e apostou o prémio, a
mdquina paga o dobro do que pagava na jogada anterior, acrescido de 50 euros.
Designando por p, (n=1) o prémio (a quantia em euros) que a mdquina paga aquando da n-ésima
aposta, supondo que até af o jogador acertou sempre e nunca levantou o prémio (apostando-o
sempre):
a) Escreva a condi¢do inicial e a equacdo de recorréncia para p,,.
b) Use o método iterativo para chegar a seguinte expressdo explicita para p,:

pa =250 * 2™ — 50
¢) Prove por inducdo que essa expressdo de p, (n=1) estd correcta.

v
Seccdo 3: Relacdes de recorréncia, lineares e homogéneas, de coeficientes constantes

Consideremos agora a relacdo de recorréncia que define a sucessdo dos nimeros de Fibonacci.

Descricdo do problema posto em 1202 por Leonardo de Pisa (mais conhecido por “Fibonacci”!7)
Um par de coelhos de sexo oposto, recém-nascidos, sdo colocados num local rodeado por uma cerca, no
inicio de um ano. Comecando no segundo més, a coelha dd a luz um par de coelhos, de sexos opostos, no
fim de cada més. Comecando no segundo més, cada novo par de coelhos também dd origem a um outro par
de coelhos (de sexo oposto), no fim de cada més. Pretende-se saber qual o nimero de pares de coelhos
existente nesse cercado ao fim de um ano (supondo que ndo hd mortes de coelhos).

\Y

Comecemos por definir uma notagdo apropriada e por generalizar o problema, procurando determinar
antes o nimero de pares de coelhos existentes no inicio de cada més, e ndo apenas ao fim de um ano
(continuando a supor que nio hd mortes de coelhos).

Designemos por f, o nimero de pares de coelhos existentes no cercado no inicio do n-ésimo més.

Pretendemos calcular f,5.

E imediato que:

* f, =1 (no inicio do primeiro més so existe o par de coelhos inicial, recém-nascido);
e f, =1 (durante o primeiro més a coelha inicial ndo faz nascer qualquer par de coelhos);
* ;=2 (no fim do 2° més a fémea inicial deu origem a um novo par de coelhos, pelo que no inicio do 3°

més jd hd dois pares de coelhos);

170 nome Fibonacci significa “filho de Bonacci”.
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* £, =3 (no fim do 3° més a fémea inicial deu origem a um novo par de coelhos, mas a segunda coelha
ainda ndo deu a luz qualquer par de coelhos, pois no fim do 3° més vai iniciar apenas o seu 2° més &
vida)

e podemos prosseguir com o cdlculo de fs, f;, ..., mas, para ndo nos perdermos na contagem dos pares de

coelhos existentes no inicio de cada més, o melhor é pensar recursivamente e definir uma relagdo de

recorréncia para f,.

No inicio do més n, podemos dividir os pares de coelhos existentes em duas classes: (E, ;) os que ja
Existiam no inicio do més n-1 e (RN,) os que nasceram no fim desse més n-1 e que sdo Recém-Nascidos
no inicio do més n. Isto é f=#E +#RN, e #E, ;= f, ;. Analogamente, os pares de coelhos existentes no
inicio do més n-1 podem ser divididos em duas classes: (E,,) 0s que jd existiam no inicio do més n-2 e
(RN, ;) os que recém-nascidos no inicio do més n-1. Os pares de coelhos em RN, ; nio dio origem a
qualquer novo par de coelhos durante o més n-1, que € o seu primeiro més de vida. Por sua vez, no inicio
do més n-1, cada par em E,_, estard a iniciar pelo menos o seu segundo més de vida, pelo que no fim do
més n-1 dardo origem a um novo para de coelhos. Logo #RN, = #E,_,=f, .

Chegamos assim a seguinte equagdo de recorréncia:
f,=f, +f,,, paran=3

e a partir desta equacdo e dos valores iniciais indicados atrds, podemos calcular o valor pretendido:

fi=1
f,=1
f;=141=2
f,=2+1=3
f5=3+2=5
f,=5+3=8
f,=13

f; =21

f, =34
fio=55

f;, =89
f, = 144
f;; =233

Conseguimos resolver o problema concreto proposto por Fibonacci, mas agora nds estamos
interessados em estudar a sucessdo de nimeros que tal problema origina, e que tem propriedades e
aplicagdes muito interessantes. E, nomeadamente, gostariamos de encontrar uma expressao explicita para o
termo geral de tal sucessao.

Comecemos por notar que € imediato que se pode estender tal sucessdo ao indice 0, mantendo a equacao
de recorréncia (mas agora para qualquer n=2)

f,=1,, + f,,, para n=2

e considerando como condigdes iniciais
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f,=0
fi=1

Procuremos entdo resolver esta relacdo de recorréncia recorrendo aos métodos jd estudados.

O primeiro método, calcular vdrios termos iniciais e a partir deles procurar intuir a expressao do termo
geral (provando depois, por indugdo, que ela estd correcta), ndo parece que nos leve a lado nenhum neste
caso. De facto, olhando para os termos que ja calculdmos (até f,;), ndo se vislumbra qualquer tendéncia que
se possa expressar facilmente.

Igualmente ndo se vé como a podemos simplificar ou como uma mudanca de varidvel poderd ajudar a
resolver esta relac@o de recorréncia. E esta relacdo de recorréncia também néo se enquadra na forma geral das
relagdes de recorréncia para as quais dissemos atrds que o método iterativo, ou o método do cancelamento,
funcionava bem (que tinham a forma u,=a,u, ;+b,).

Acontece que a relacdo de recorréncia de Fibonacci pertence a uma classe de relacdes de recorréncia para
as quais hd métodos directos de solugdo, de aplicagdo muito simples, que analisaremos em seguida. Antes,
porém, comecemos por definir uma classe muito vasta de relacdes de recorréncia, a qual pertencem todas as

recorréncias consideradas até ao momento.

Definicdo 1:
a) Uma equacdo de recorréncia linear, de ordem (ou grau) k (=1), € uma equacio de recorréncia da forma
Uy =Clpy_|+CoUly_) +...4 Cply_i + by, (paran maior que o k-ésimo indice de!® )

com ¢, # 0 e onde as expressdes (denotadas por) cy, ..., ¢, € b, podem depender de n
(mas as expressoes denotadas por cy, ..., ¢, € b, ndo podem envolver a sucessdo u que estamos a definir
por recorréncia, i.e. ndo podem envolver termos genéricos da forma u,, ).

b) Uma relacdo de recorréncia linear de ordem k (=1) é formada por uma equagio de recorréncia linear e
ordem k, juntamente com k condi¢Ges iniciais que definem explicitamente o valor dos primeiros k
termos de u.

v

O termo linear advém de ndo existirem, na equacao, poténcias de u diferentes de 1.

Como sabemos (dos resultados do capitulo anterior) uma relagdo de recorréncia deste tipo admite uma e
uma sé solugdo. Mas a questdo agora, aqui, € a de saber se existem métodos que se possam aplicar que
permitam determinar a solucio de qualquer relac@o deste tipo. Embora ndo existam tais métodos para todas
as relagdes lineares, para uma sub-classe importante destas existem: a classe das relacdes de recorréncia

lineares, homogéneas e de coeficientes constantes.

Definicéo 2:
a) Uma equacdo/relacdo de recorréncia linear de ordem k (=1)
Up =Clly_1+Colly_9 +...+ Cplly_ +by

diz-se homogénea se b, = 0

18 15t0 ¢, mais precisamente, para nzg+k, supondo u uma sucessdo, (ou g-sucessdo), com q inteiro.
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b)

Uma equagdo/relagdo de recorréncia linear de ordem k (=1)
Upy =Clly_1+Coly_9 +..H Crlly_j +by
diz-se de coeficientes constantes se as expressdes (denotadas por) c;, ..., ¢ sdo constantes (ndo

dependem de n).

v

Exemplo 1 (equagées de recorréncia lineares):

a)

b)

)

€)

g

h)

A equacdo de recorréncia
Uy =2u,_4
é uma equacdo de recorréncia linear e homogénea, de coeficientes constantes, de ordem (ou grau) 1
A sucessdo dos niimeros factoriais pode ser definida pela relacdo de recorréncia
Uy =Nnuy_1, para n=1
ug =1
Esta equagdo de recorréncia é da forma
Upy =Clly_1+Coly_9 +..t Cply_ +by
com k=1 (logo € de ordem 1), com b,=0 (logo é homogénea) e com c,=n (depende de n, logo ndo &
constante). Trata-se, portanto, de uma relacdo de recorréncia linear e homogénea, de ordem 1, mas cujos
coeficientes ndo sdo constantes.
A equacio de recorréncia (com r20)
Up =Uy_1+7, para n=1
(que define a progressao aritmética, de razio r, dada por u,= u,+nr)
€ uma equacao de recorréncia linear, de ordem 1, de coeficientes constantes, mas ndo homogénea (apesar
de b, ser constante, ndo € igual a 0).
A relagdo de recorréncia (com r£0)
Uy =ruy_1, para nz1
ug = 1
(que define a progressao geométrica, de razdo r, dada por u,=", para n=0)
€ uma relacdo de recorréncia linear e homogénea, de ordem 1, e de coeficientes constantes.
A equacio de recorréncia das torres de Hanoi
t,=2t,, +1, para n=1
€ uma equacdo de recorréncia linear, de ordem 1, de coeficientes constantes, mas ndo homogénea.
A equagdo de recorréncia do problema das n ovais
r,=1,, + 2(n-1), para (qualquer) n=2
€ uma equacao de recorréncia linear, de ordem 1, de coeficientes constantes, mas ndo homogénea.
A equacio de recorréncia de Fibonnaci
f,=1f,, + f,,, para n=2
é uma equagdo de recorréncia linear, de ordem 2, homogénea e de coeficientes constantes.

A equacdo de recorréncia
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u, =(n-Du,_1+(mn-Duy,_o, para n=2
¢ uma equacdo de recorréncia linear, de ordem 2, homogénea, mas de coeficientes ndo constantes.
i) A equacdo de recorréncia
Uy =(n=Du,_1+(n-Duy_n + (=", para n=2
€ uma equacao de recorréncia linear, de ordem 2, ndo homogénea e de coeficientes ndo constantes.
J) Por sua vez, a equacdo de recorréncia
u, =3 u,, u,,, para n=2
ndo € linear.

v

Vejamos, entdo, como resolver uma qualquer relagcdo de recorréncia linear e homogénea, de coeficientes
constantes, formada por uma equagdo da forma
Uy =ClUy_1+CoUy_2 +...+ CplUy_[
com k=1, ¢, #0 e ¢, ..., ¢ constantes (expressdes independentes de n), e sujeita a um conjunto ce
condigdes iniciais que explicitam o valor dos k primeiros termos de u.
Iremos no que se segue, para simplificar (e sem perca de generalidade!?), assumir ainda que u é uma
sucessdo,, isto €, que se trata de uma sucessdo?” indexada pelo conjunto dos naturais, pelo que a equagio

de recorréncia € vélida para qualquer n=k.

A ideia2! & procurar encontrar solucdes gerais, com uma certa forma, da equacdo de recorréncia
u,=cu, +c,u, ,+..+cU, , ,paranzk (e com ¢,#0)

procurando em seguida obter solucdes especificas (dessa forma geral) que satisfacam as condicées iniciais.

Concretizando esta ideia, comecemos por procurar solu¢des da equacdo de recorréncia da forma
g",com g=0

(onde, a partida, g pode ser um qualquer nimero, eventualmente complexo, desde que seja nio nulo).
Ora, reescrevendo a equacdo de recorréncia, de forma equivalente, como se segue:
Up = Cly_] = CQUp_2 = .= Clly_ =0, paranzk (*)
€ imediato que u, = q" € uma solucdo de (*) sse:

qn _ Clqn—l _ C2qn—2 L qun—k -0

19 pois dada uma sucessdo, (a,),,, podemos sempre passar para uma sucessdo, da forma (u,) definindo u, = a,,, (para

n=o’

qualquer n=0), resolver a relacdo de recorréncia que assim se obtém para (u,),,,, € a partir da expressdo explicita obtida para o

nzo’
termo geral u, calcular a expressdo explicita do termo geral a, (usando o facto de a, = u,_,, para qualquer nzq).

20 Recorde-se mais uma vez (ver observagdo 1 da secc¢do 4 do capitulo 4) que podemos usar o termo sucessdo, em sentido lato,
para nos referirmos genericamente a uma qualquer familia indexada pelo conjunto dos inteiros maiores ou iguais que um dado
inteiro (qualquer). O termo sucessdo, explicita que o conjunto dos indices € Z, = {q, q+1, q+2, ...} (com q inteiro).

21 0 método usado ¢ andlogo ao método usado para resolver equacdes diferenciais lineares e homogéneas de coeficientes
constantes, desempenhando aqui a fungdo (de n) dada pela poténcia ¢" o papel que é desempenhado pela fungdo exponencial

e?*, na resolucio das equagdes diferenciais.
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E, como g#0, tem-se que

qn _clqn—l _c2qn—2 _m_ckqn—k 0 qn—k(qk _clqk—l _Czqk—Z —...—quk_k)= 0

2

= qk - clqk_l - czqk_ —w—cr =0

< n ¢ ~ ~ A e . ~
Isto é, ¢, com ¢ =0, ¢ uma solucdo da equago de recorréncia sse ¢ for uma raiz da equagdo

Xk clxk_1 - czxk_2 —.—c =0

. .o - - . n . . e e
Assim, se existir uma solucdo ¢ da equaclo anterior, tal que ¢~ satisfaz as condicdes iniciais,
teremos encontrado uma solugdo da relagdo de recorréncia (a unica, pois ja sabemos que as relagoes de

recorréncia admitem uma e uma sé solucio).

Exemplo 2 (Aplicagdo do método para a resolucdo da recorréncia de Fibonacci):
Aplicando o método anterior a sucessdo de Fibonacci, reescreve-se a equacdo de recorréncia
f, =1, +f,, (comn=2)
como se segue:
f-f-1,.=0
e procura-se uma solugdo desta equagdo da forma q", com q=0:
n

q" """ =0 ¢" 2 g -q-1)=0g*-g-1=0

< n ¢ ~ ~ A . . .
Isto é, ¢~ (com ¢ = 0) ¢ uma solugdo da equagio de recorréncia de Fibonacci sse

1445 1-+5
q= vg=

2 2

Acontece que nenhuma expressao da forma f, = ' poderd satisfazer as condigdes iniciais de Fibonacci,
uma vez que q° = 1 # 0 = f,, pelo que parece que por aqui ndo vamos 14 !

\Y%

Como o exemplo anterior claramente ilustra, se nos restringirmos a solucdes das equacdes de
recorréncia da forma ¢” dificilmente encontraremos solugdes que satisfagam as condi¢des iniciais (basta
que exista, por exemplo, uma condi¢do inicial com u, # 1). Temos assim de procurar encontrar formas
mais gerais para as solu¢des da equacdo de recorréncia, de modo a permitir que elas se possam ajustar mais
facilmente as condicdes iniciais.

Ora, acontece que como estamos a considerar equacdes de recorréncia lineares e homogéneas?2

Uy =ClUy_1+CoUy_2 + ..+ ClUy_[
qualquer combinagdo linear de solugdes desta equagdo ainda € uma sua solu¢do, como se mostra a seguir.
Sejam h;(n), i=1,...,j, quaisquer j solu¢des da equagdo U, =ClUp_|+Coliy_p +..+ Cliy_k, a;,

i=1,...,j, quaisquer j constantes e U, = ajhj(n)+azhy(n)+...+a jh j(n). Entdo:

22 de coeficientes constantes, mas esse aspecto ndo € relevante para o que se segue.
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uy =aphy(n)+...+ ajhj(n) = (cada h;(n) é solug¢do da equagdo)
= a(cth(n-D+..+cphy(n-k))+..+ aj(clhj(n -D+..+ ckhj(n -k))
=ci(ahy(n=D+..+a jhj(n=-D)+..+ cr(ahy(n=k)+..+a jh j(n-k))

=CUpy_1t..TCUy_|
Isto &, Uy =athy(n)+axhy(n)+..+a jh j(n) & solugio de U, = Clity_| +CoUy_p +... Cplly_k.

Assim, uma ideia que surge natural testar € considerar para solucdo geral da equacio
Uy =ClUy_1+CoUy_2 + ...+ CllUy_k

qualquer expressao da forma

n n n
Uy =a1q)” +azqy" +..+apqg
com g, ..., g, as k raizes (eventualmente complexas), ndo necessariamente distintas, da equagio?3

ek e k=2

) —e.—Cf = 0
e a seguir procurar determinar os valores de a,, ..., a, que permitem que esta solucdo satisfaca as condicGes
iniciais.

Resta saber se serd sempre possivel encontrar valores de a,, ..., g, que permitam que esta solucdo

genérica da equacdo de recorréncia se ajuste as condicdes iniciais ?

Vejamos o que se passa a este respeito no caso particular (mais simples) das relagdes de recorréncia

(deste tipo) de ordem 2. Mais concretamente, queremos determinar se serd sempre possivel encontrar a; € a,

tais que u, = ajq;" +asq>"" (paran=0) satisfaca quaisquer duas condicdes iniciais da forma
* uy=b,
* u =b
Ora estas condicdes iniciais conduzem-nos ao sistema formado pelas duas equacdes seguintes (em que
as nossas incognitas sio a, € a,):
* a+a,=b,
* aq,+a;q;=b,
Resolvendo este sistema chega-se a:
a q,+a,q,=byq,
a;q;+a;q, = b,
e subtraindo, obtém-se
* a=by-ap

_boai-b
q1-92

L4 a

pelo que se as duas raizes da equagdo ¢, e ¢, forem distintas, temos sempre solucdo. Caso ¢, = ¢, =¢, €

o . e - by
imediato que sé teremos solucdo para o sistema se os valores iniciais satisfizerem by =—.
q

23 Saliente-se que qualquer raiz desta equagdo polinomial é ndo nula, uma vez que ¢, #0.
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Vejamos o que se passa agora no caso geral.

Serd que, no caso geral, se as k raizes (eventualmente complexas) da equagdo

Kokl - ynk2

X c —.—c =0

q, --- q;, forem todas distintas, existirdo sempre valores qa,, ..., g, tais que

u, =a1q;" +arqy" +..+apq”

satisfaca quaisquer k condigdes iniciais ?

Sejam
* uy=b,
* u =b,

* e =by,

as k condigdes iniciais.
Entdo, o sistema de equagdes a resolver (em ordem a a,, ..., a,) € formado pelas seguintes equacdes:

* ag+a,+..+a,=b
* aqq,+a,q,+ ... +a,q,=b,

2 2 2
* aq/ +a,q,° +...+a,q°=Db,

k-1 k-1 k1 _
* 4q taq gl =by,

Recorrendo a conhecimentos de Algebra Linear, tem-se que a matriz dos coeficientes deste sistema de

equacdes €
1 1 1
q1 q2 e qg
k-1 k-1 k-1
q1 q2 e g
e esta matriz, que € uma importante matriz conhecida por matriz Vandermonde, é invertivel sse g, ..., g

forem todos distintos. De facto, pode provar-se que o seu determinante € igual a

H(Cli -4q;)

lsi<jsk
pelo que € ndo zero exactamente quando g,, ..., g, sdo todos distintos. Assim, nesse caso, o sistema c
equacdes em causa € sempre soltvel.
Estamos assim em condicdes de enunciar o nosso primeiro resultado sobre a solucdo deste tipo de

relagdes de recorréncia.

Teorema 1 (resolucdo de relagdes de recorréncia lineares, homogéneas e de coeficientes constantes):

. ~ n ¢ ~ ~ A . .
a) Seja ¢=0. Entdo u, =¢q~ € uma solucdo de uma equagdo de recorréncia linear, de ordem K,
homogénea e com coeficientes constantes:

() Up=ClUy_1+CoUy_o+..+CpUy_ (com =0 e n=k)
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sse ¢ € uma raiz da equacdo polinomial

xk - clxk_1 - czxk_2 ——c; =0

b) Se a equacgdo polinomial anterior tiver k raizes distintas, g,, ..., g, entao
() up =arq)” +axqy” +..+arqr”
¢ uma solucdo geral da equacdo (*), no seguinte sentido:
Quaisquer que sejam as constantes a,, ..., g, (**) satisfaz a equacdo de recorréncia (*), e existem
constantes a,, ..., a, tais que (**) é a tunica sucessdo que satisfaz simultaneamente a equagdo de
recorréncia (*) e as k condigdes iniciais.

\Y%

Terminologia:
Dada uma equacdo de recorréncia linear, homogénea e de coeficientes constantes

Up =Cllp_+CoUlp_p ...+ Cxlly_k , para n=k (e com ¢,#0)
dizemos que a equagao polinomial

S N =)

xk—cl cox —.—c =0

¢é a equagdo caracteristica da recorréncia, e que as suas (k) raizes sdo as respectivas raizes caracteristicas.

Coroldrio 1 (caso particular das relacées de recorréncia de ordem 1)
A solucdo de uma relagdo de recorréncia da forma (com ¢z0)

* equacdo de recorréncia: Uy = CUy_1, para n=1

* condi¢do inicial: ug=>5b

é dada por 24 u,, = bc" | para n=0

Coroldrio 2 (caso particular das relagées de recorréncia de ordem 2)
Considere-se a relacdo de recorréncia linear, de ordem 2, homogénea e com coeficientes constantes:
* equagdo de recorréncia: U, = Cliy_1 +ColUy,_7, para n=2 (com cp =0)
* condigdes iniciais: ug=bg e Uy = by
Se a equacdo caracteristica
x2- cix—cp=0

admite duas raizes distintas, g, € ¢,, entdo existem constantes a, e a, tais que

up = ajqy" +azqy"
€ a tinica solucdo da relac@o de recorréncia, sendo o valor de g, e a, obtidos resolvendo o sistema formado

pelas duas equagdes seguintes:

. al+a2=b0

245 demonstragdo deste resultado ¢ imediata quer usando o resultado anterior, quer usando o método iterativo.
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s aqrtaxqy=>b

Exemplo 3 (resolucdo da recorréncia de Fibonacci — conclusio):
Relagdo de recorréncia de Fibonacci:
* condigdes iniciais
0o=0
fi=1
* equacdo de recorréncia
f,=1f,, +f,,, para n=2

Resolvendo a equagdo caracteristica da recorréncia (uma equacdo do 2° grau):

xz—x—1=0

obtém-se como raizes x =

2 2

Al__\/g

e o seu conjugado ¢ = — )

. . ~ . 1+
(isto &, a razdo de ouro 25 —“the golden ratio - ¢ =
Assim, quaisquer que sejam as constantes a, € a,:

1 1-
1(+T‘E>” ran(

)", para n=0

¢ uma solucdo da equagdo de recorréncia de Fibonacci.
Os valores de a, e a, que satisfazem as condicdes iniciais sdo obtidos resolvendo o sistema formado
pelas duas equagGes seguintes:

. a1+a2=0

1+1/§ 1—1/g
al 2 +a

—¥

2

Feitas as contas, chega-se a que

1445 1-45
Jn=—=( ) ——(—) , para n=0
V52 V5
¢ a unica sucessdo que satisfaz a relacdo de recorréncia de Fibonacci (i.e. que satisfaz simultaneamente as
respectivas equagao de recorréncia e condicGes iniciais).
Repare-se que embora a expressdo do termo geral da sucess@o de Fibonacci envolva o nimero irracional
/5, no célculo dos sucessivos termos todos as ocorréncias de /5 “espantosamente” se cancelam (uma vez
que € imediato que a sucessao definida pela relacdo de recorréncia em causa € formada sé por naturais).

1-45|_ 1-+5 .,
2

1

3V

)" arredondado para o inteiro mais préximo.

Refira-se ainda que como

1+1/§
2

(—)

, temos —
5

1 .
<5 podendo concluir-se que o valor de

. 1
€igual a —¢(
fn g _\/g

25 0 chamado miimero de ouro ¢ o valor dessa razdo, um nuimero irracional, aproximadamente igual a 1,618.
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Vejamos dois novos exemplos de aplicacdo deste resultado.

Exemplo 4:
Suponha-se que a populacdo de uma dada espécie animal, numa determinada localidade, era de 200 num
certo instante, que designaremos pelo instante inicial n=0, e que no instante de tempo n=1 (o instante em
que foi realizada a contagem seguinte) a populacdo em causa era formada por 220 animais. Suponha-se
ainda que se verificou que o crescimento da populacdo ocorrido entre o instante (de contagem) n-1 e o
instante n € duas vezes o crescimento ocorrido entre os instantes n-2 e n-1 (podemos supor que os
sucessivos instantes de contagem estdo igualmente espagados ao longo do tempo). Qual o tamanho da
populacio em causa no instante 50 ?
Designando por p, o nimero de elementos da populagdo em causa no instante n (com n=0), ¢ imediato
que p, satisfaz a seguinte relacdo de recorréncia:
* condigdes iniciais
Py =200
p; =220
* equacdo de recorréncia
P~ Put = 2Dus - Pu2)
ie.
Pu=3Pus - 2P, » para nz2
Trata-se de uma relagdo de recorréncia linear, de ordem 2, homogénea e com coeficientes constantes.
Resolvendo a equagdo caracteristica
x?-3x+2=0
obtém-se como raizes
x=2¢e x=1
Assim, quaisquer que sejam as constantes a, e a,:
Pn=a12" +ay1" =a12" +ay, para n=0
€ uma solucdo da equacdo de recorréncia e (como as duas raizes caracteristicas sdo distintas) sabemos que
podemos sempre determinar os valores de g, € a, que satisfazem as condi¢Ges iniciais, bastando para isso
resolver o sistema formado pelas duas equagdes seguintes:
* aj+apy=200
e 2a;+ap=220
Feitas as contas, chega-se a que
Pn=20x2" +180=5x2"*2 1180, para n=0

(a populacdo em causa cresce exponencialmente).

No instante 50 ter-se-d psg = 5% 252 4180 animais dessa espécie.
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Exemplo 5:
Palavras de comprimento n (=0), usando apenas as letras “a”, “b” e “c”, podem ser transmitidas através ce
um canal de comunicacdo, sujeitas a seguinte restricio “nenhuma palavra em que dois a’s ocorram
consecutivamente pode ser transmitida nesse canal”. Pretende-se saber qual o nimero de palavras ce
comprimento n que podem ser transmitidas nesse canal.

Designe-se por p, o niimero de palavras de comprimento n que podem ser transmitidas no canal.

E imediato que:
* po=1 (estamos a admitir que pode ser transmitida a palavra vazia)
* p,=3(palavrasa,be c)

Calculemos ainda p, de modo a ganharmos alguma experiéncia com o problema. As palavras &
comprimento 2 que podem ser transmitidas sdo: (aa ndo pode) ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb e cc. Logo:
* p,=38

Procuremos entdo definir a equagdo de recorréncia que p, satisfaz. Pensemos numa palavra w=l,...1, d
comprimento n satisfazendo a restricdo (logo se verd se devemos considerar n=1, ou se a equagdo ce
recorréncia s6 serd vdlido para valores superiores de n).

£ 6,9

A primeira letra (1,) de w ou € “a”, ou € diferente de “a”.

No dltimo caso, w=l,...1, satisfaz a restri¢do sse 1,...1, satisfaz. Como hd duas letras diferentes de “a”,
temos neste caso 2p,, palavras.

No caso em que I,="a”, (se n>1 entdo) I, tem de ser diferente de “a”: ou 1,="b”, ou l,= “c”. E, tal
como no caso anterior) l,...1, satisfaz a restricdo sse 15...1, satisfaz. Logo, no caso em que 1,="a”, temos
2p,., palavras. Obtém-se assim:

* equacdo de recorréncia
Pn =2 Pyt + 2 Py, para nz2
Trata-se de uma relagdo de recorréncia linear, de ordem 2, homogénea e com coeficientes constantes.

Resolvendo a equagdo caracteristica
x2-2x-2=0

obtém-se como raizes x=1+43 e x=1- \/5

Assim, quaisquer que sejam as constantes @, € a,,

P = aj(1+43)" +a5(1-4/3)" , para n=0

¢ uma solucdo da equacd@o de recorréncia e (como as duas raizes caracteristicas sdo distintas) sabemos que
podemos sempre determinar os valores de g, € a, que satisfazem as condi¢Ges iniciais, bastando para isso
resolver o sistema formado pelas duas equagdes seguintes:
* qay+ap=0
o a(1+3)+ar(1-3)=3

Feitas as contas, chega-se a que

2+1/§ —2+\/§
- A+ + =22 (1-43)", >0
Pn o NG ( para n:

(Verfique que p, = 8).
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Resta-nos ver o que fazer quando as k raizes caracteristicas ndo sfo todas distintas.
Suponha-se que a equagdo caracteristica
xk - clxk_1 - czxk_2 —.—c; =0
de uma equacdo de recorréncia linear, de ordem k, homogénea e com coeficientes constantes
(*) up=cCuy_1+coly_o2+..+cpy_ (com cp =0 e n=zk)

admite uma raiz g de multiplicidade s (>1).

~ ~ 2 n . ~ .z . ~
Entdo pode provar-se que ndo sé u, =q € uma solucdo de (*), como jd sabifamos, como sdo
igualmente solugées de (*):

U, = ns—lqn

u, =ng" | u, =n’q" , ..,
e, na pesquisa da solucdo geral da relacdo de recorréncia, estas s solugdes de (*) vao desempenhar 0 mesmo
papel que € desempenhado pelas solucées de (*) da forma

n

n
q - 9s
quando as raizes ¢, .., 5 sfo distintas.
Em seguida enunciaremos de forma precisa este procedimento, demonstrando a sua adequacdo apenas

para o caso das recorréncias de ordem 2.

Teorema 2 (caso particular das relacdes de recorréncia de ordem 2)
Considere-se a relagdo de recorréncia linear, de ordem 2, homogénea e com coeficientes constantes:
* equacdo de recorréncia: U, = CllUy_1+Coli,_o, paran=2 (com ¢y =0)
* condigdes iniciais: ug=bg e Uy = b
Se a equacdo caracteristica
x2o cix—cp =0
tem uma raiz dupla ¢ (isto €, existe uma unica raiz da equagdo de multiplicidade 2), entdo existem
constantes a, e a, tais que
u, =ayq" +arng"
¢ a Unica solugdo da relacdo de recorréncia, sendo o valor de g, e a, obtidos resolvendo o sistema formado
pelas duas equagdes seguintes:
e a=bh
* aq+axq=bh
Demonstragdo:
i) Como vimos atrds u, =¢q" (n=0) é solugdo da equacdo de recorréncia U, = CjUy,_| +CoUy,_o (n=2).
ii) Que u, =nq" também & solu¢io da mesma equacio pode mostrar-se como se segue:
Como g € a tinica raiz de x* - cjx—cy =0, tem-se26:

xz—clx—cz =()c—q)2

26 Recorde que se 1, e 1, sdo as duas raizes de uma equagio ax*+bx+c=0 entdo ax’+bx+c = a(x-r,)(X-1,).
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ie.
x2 -clx—cp = x2 —2qx+q2
peloque ¢ =-g° e ¢;=2q.
Mas entdo:
a(n-Dg" Y+ er((n-2¢""?) = 29(n-1g"" - g2 (n-2)g""? =
= 2An-1)g" -(n-2)g" = (An-D=(n-2)q" = nq"
Logo u, =ng" & solugdo da equacdo de recorréncia.

iii) Como vimos, qualquer combinagdo linear de solu¢des da equacdo de recorréncia ainda € uma solugdo
dessa equacdo. Logo quaisquer que sejam as constantes a, € a,,
n n
U, =ayq +asnq

¢ solu¢do da equacgdo de recorréncia.

iv) Resta-nos verificar se existem constantes a; € a, para as quais a solucdo geral anterior satisfaca as
condigdes iniciais. Para que tal aconteca, tem de verificar-se:
* ug=by,isto é, aj=by
* wup=by,isto é, ag+azg="bh
e este sistema € sempre solivel, obtendo-se como solugées

i a1=b0

(note-se que ¢ € diferente de zero, pois g € raiz de x2- cix—=cp=0¢e cp=0).

O caso geral (para qualquer ordem?’ k >2) € a seguir enunciado, sem demonstragio.

Teorema 2 — caso geral:

Considere-se uma equagdo de recorréncia linear, de ordem k(=2), homogénea e com coeficientes constantes:
(*) Uy =cCluy_1+CoUpy_p+..+Cruy_ (com ¢ =0 e n=k)

Suponha-se que a sua equacdo caracteristica

N

- czxk_2 ——c; =0
tem como raizes distintas, g,, ..., g;, € que a multiplicidade de ¢ (i=1,...,j) € s; (=1). (Nota: terd de ter-se
§;+8,+ ...+s; = k). Entdo (onde no que se segue os termos da forma a; nr_lql-" 86 ocorrem para r>1)

St n 2-1

n 2-1_n -1 _n n si=1 n
(¥%) Up =4ay q tap,n” q +...+a]Sln q1 +...+ajlqj tajn” q; +...+alsjn/ q;j

¢ uma solucdo geral da equacdo (*), no seguinte sentido:

27 As relagdes de recorréncia lineares e homogéneas, de coeficientes constantes de ordem k=1 ndo caem (obviamente) no

ambito deste resultado, tendo sido abordadas completamente no coroldrio 1 atrds.
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Quaisquer que sejam as constantes a,, ..., q, (**) satisfaz a equacdo de recorréncia (*), e existem
constantes a,, ..., a, tais que (**) € a unica sucessio que satisfaz simultaneamente a equacdo de recorréncia
(*) e as k condicdes iniciais.

\Y%

Exemplo 6:
Pretende-se resolver a seguinte relacdo de recorréncia:
* equagdo de recorréncia: p, =4(p,_1 - pPy—2), para n=2
* condiges iniciais: pg=1¢e p =1
Trata-se de uma relacdo de recorréncia linear, de ordem 2, homogénea e com coeficientes constantes, pois a
equacdo de recorréncia pode ser reescrita na forma:
Pn = 4pn—1 - 4pn—2 , para nx2

Resolvendo a equagdo caracteristica

xZ—4x+4=0
obtém-se a seguinte raiz dupla
x=2

Assim, quaisquer que sejam as constantes @, € a,,

pn =a12" +ayn2" | para n=0
¢ uma solucdo da equagdo de recorréncia e sabemos que podemos sempre determinar os valores de g; e @,
que satisfazem as condigGes iniciais, bastando para isso resolver o sistema formado pelas duas equagdes
seguintes:
* (po=l<)a=1
e (p=1<)a2+ay2=1

1
Logo, pp=2" —EHZn , para n=0

v

Refira-se ainda, antes de passar a andlise de outros tipos de relacdes de recorréncia lineares, que, por
vezes, € possivel converter uma relacdo de recorréncia, que ndo € uma relacdo de recorréncia linear,
homogénea e de coeficientes constantes, numa relacdo de recorréncia desse tipo, através de uma
substitui¢do apropriada. O exemplo (complementar) 4 da seccdo anterior jd ilustrou um caso desses. Os

dltimos dois exercicios a seguir constituem outras ilustragdes de casos em que tal € possivel.

Exercicios:
1. Considere a sucessao, de nimeros de Fibonacci, definida pela relacdo de recorréncia
* condigdes iniciais
=0
fi=1
* equacdo de recorréncia

f,=1f,, + f,,, para n=2
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Como se referiu, esta sucessdo de nimeros tem algumas propriedades muito interessantes. Seguem-se
alguns exemplos.
a) Prove (por indugdo) que as somas parciais dos termos da sucessdo de Fibonacci satisfazem a
seguinte propriedade:
Sp=Jfo+h+.+fy =fn42 -1, para qualquer n=0

b) Prove (por inducdo) que:

f? + it + ot 7 = fufe1 para qualquer n20

¢) Prove (por inducdo) que:

fu? = foctfysr + (=D para qualquer n=1

¢) Prove (por inducéo) que:

fas2” = fusi® = fuus3 para qualquer =1

. Resolva a seguinte relagdo de recorréncia:

* equagdo de recorréncia: U, = Su,_1 —6u,_s, para n>2

* condi¢es iniciais: ug=7 e u; =16

. Suponha que a evolucdo da populacdo de uma determinada espécie se comporta como se segue: no
instante inicial (n=0) € de 200 e no instante de contagem seguinte (n=1) é de 800; em cada instante de
contagem (n) a populacdo existente € igual a 8 vezes a que existia no instante anterior (n-1), menos 16
vezes a que existia no instante anterior a esse (n-2).

Designando por p, (o nimero de elementos d)a populacdo existente no instante n, encontre uma
expressdo explicita para o valor de p, (como fungdo de n).

. Resolva as seguintes recorréncias:

a ay=1,a,=0ea,=6a,,— 8 a,,, para n=2

b) a,=2,a,=-20ea,=-8a,, — 16 a,,, para n=2

¢ ay=4,a,=0ea,=2a,, +8 a,,, para n=2

d a=5,a=16ea,=7a,,-10a,,, para n=2

e) ay=2,a,=5ea,=2a,, - a,,, para n=2

f) a,=20,a,=30,a,=4a,,-3a,, (paran=2)

. Resolva as seguintes recorréncias:

a u=1,u,=3eu,=u,, + 6 u,,, para n=2

b) yy=2,u,=6eu,=8u,,-16u,,, para n=2

¢ uy=4,u,=8¢eu,=u,, + 2 u,,, para n=2

. Num certo local a populagdo de uma determinada espécie € contada no fim de cada ano, desde hda 10
anos. Designando por p, o nimero de elementos da espécie aquando da (n+1)-ésima contagem, sabe-se
que p, = 200 (isto &, hd 10 anos havia 200 elementos da espécie em questdo) e p, = 400, e verificou-se
que no fim de cada ano o nimero de elementos da espécie em questdo era igual ao quddruplo do
crescimento que essa populagdo teve no ano anterior (ao que acabou de findar). A manter-se esta relagdo
no futuro, qual a populagdo da espécie daqui a 20 anos ?

. Resolva a seguinte relagdo de recorréncia:
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ag=1, a=1e —\/Z=1[an_1 +24/a,_2 , para n=2

(Sugestao: comece por transformar esta relacdo de recorréncia numa relacdo de recorréncia linear,
homogénea e de coeficientes constantes, efectuando a substituicdo b, =4/a, , para n=0; em seguida,

resolva a relacdo de recorréncia que define (b,),.,; €, a partir daf, obtenha a expressio do termo geral a,).

8. Resolva a seguinte relag@o de recorréncia:

1 ap-2
ap=8, aj=—= e {/ap = , para n=2
0 ER PR

(Sugestdo: transforme esta relacdo de recorréncia numa relacdo de recorréncia linear, homogénea e &

coeficientes constantes, aplicando logaritmos a ambos os membros da equagdo de recorréncia e
efectuando a substitui¢do b, =logy a,,, para n=0).

v
Seccdo 4: Recorréncias lineares, de coeficientes constantes, nio homogéneas.

As equacdes lineares que sdo de coeficientes constantes, mas ndo homogéneas, i.e. que tém a forma
Uy =ClUy_1+Coly_+...+CplUy_f + bn , para n=k
com ¢, ..., ¢, constantes (independentes de n), ¢, # 0 e b, # 0 (eventuamente dependente de n)
sdo mais dificeis de resolver, e requerem técnicas especiais, dependentes da parte ndo homogénea da equacdo
(i.e. do termo b,).
A base da técnica que ilustraremos para resolver este tipo de recorréncias fundamenta-se no seguinte

resultado.

Teorema:
Considere-se uma equacgao de recorréncia de ordem k, linear e de coeficientes constantes, ndo homogénea
(*) Uy =Cliby_| +Colly_2 +...+ Cxly_f +by, , para n=k
e chame-se a equacao
(*%) Uy =ClUy_1 +CoUuy_ 9 +...+ Cply,_| , para n=k
de equacdo homogénea associada.
Se
* a sucessdo, f(n) (i.e., usando a notacdo usual das sucessdes, (f,)..,) € uma solucdo da equacao
homogénea associada (**)
* e se asucessdo, g(n), (i.e., usando a notagdo usual das sucessdes, (g,),0) € uma solucdo da equagio ndo
homogénea (*)
entdo f(n)+g(n) (com n=0) constitui ainda uma solug¢do da equa¢do nao homogénea (*).
Demonstracao:
Seja u, = f(n)+g(n), para n=0. Entdo:
uy = f(n)+g(n)= (f(n) € solugao de (**) e g(n) € solucdo de (*))
cif(n-D+..+cpf(n-k)+cigln-D+...+cpgn-k)+ b, =
c(f(n-D+gn-D)+..+cp(f(n-k)+ gln-k))+ b, =
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Clupy—_1 +..t Cply_i + by, (c.q.d.)

v

Tendo por base este resultado, podemos sumarizar a técnica que usaremos em seguida para resolver

algumas recorréncia lineares, de coeficientes constantes mas ndo homogéneas, como se segue:

Técnica para resolver relacdes de recorréncia lineares, de coeficientes constantes mas ndo homogéneas:

Para resolver uma equacdo de recorréncia de ordem k, linear e de coeficientes constantes, nao homogénea
(*) Uy = Cliby_| +Colly_0 + ...+ CpUy_i + by | para n=k
juntamente com k condig¢des iniciais (definindo o valor dos termos u, ..., u,,), pode proceder-se como se
segue:
(1) Encontrar a solu¢do geral (a seguir designada de f(n)) da equacdo homogénea associada
(¥%) Uy =ClUpy_1+Colly_9 +...+ Cpliy_f , para n=k

(2) Encontrar uma solucio especifica (a seguir designada de g(n)) da equagao ndo homogénea

(*) Up =ClUp_| +Collpy_o +..+ Cply_ +by |, para n=k
(3) Combinar a solugdo geral com a solucdo especifica
(i.e. considerar a solucdo da equacdo de recorréncia ndo homogénea da forma f(n)+g(n))
e determinar os valores das constantes que ocorrem na solucdo geral de modo a que a solucdo

combinada satisfaga as condicdes iniciais.

v

A principal dificuldade na aplicacdo desta técnica (para além da eventual dificuldade de descobrir as
raizes da equagdo caracteristica da equagio homogénea associada 28) reside na_descoberta de uma_solucio

particular no passo 2.

Para termos ndo homogéneos b, de certas formas, existem certos tipos de solugdes particulares que se
pode tentar (o que ndo significa que funcionem sempre: tal depende da equacdo polinomial caracteristica).
Nomeadamente:

a) Se b, € um polinémio de grau z, procurar encontrar uma solucdo particular g(n) que também seja um
polinémio de grau z. Por exemplo:

i) Se b, =r (uma constante), tentar g(n) = d (uma constante)

ii)»  Se b, =rn + s (com s eventualmente igual a 0), tentar g(n) =dn +e

iii)* Seb,=rn’+sn+t(coms e t eventualmente iguais a 0), tentar gn) =d n* +en + f
b) Se b, é uma exponencial, procurar encontrar uma solucdo particular g(n) que também seja uma

exponencial:

* Seb,=r" tentar g(n) =pr",

Vejamos alguns exemplos de ilustracdo desta técnica, comecando por uma recorréncia linear ndo

homogénea, de ordem 1, do tipo a)-ii). Refira-se que embora tais recorréncias lineares ndo homogéneas,

28 Nomeadamente para ordens superiores ou iguais a 5, para as quais ndo existem férmulas resolventes gerais.
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ordem 1, tenham a forma adequada a aplicagdo do método iterativo para a sua solu¢do, este método (como
jé vimos) conduz-nos em geral a somatdrios, que nem sempre sabemos resolver (no sentido de que nem

sempre sabemos encontrar uma férmula explicita para tais somatorios).

Exemplo 1:
Pretende-se resolver a relagdo de recorréncia linear, ndo homogénea, de ordem 1 e coeficientes constantes,
dada por:
¢ condigdo inicial: u,=2
* equacdo de recorréncia: u,=3u,, —4 n, para n=1
(1) Comece-se por encontrar a solu¢do geral da equacdo homogénea associada
u, =3u,,, para n=1
A equacdo polinomial caracteristica € x-3=0, pelo que a solugdo geral €
f(n) = a3", com n=0
(2) Procure-se uma solucdo particular da equagdo ndo homogéneau, =3 u,, —4 n
De acordo com a sugestdo acima, iremos tentar uma solucio da forma g(n) = d n + e (com n=0), para
apropriadas constantes d e e.
Para uma sucessdo g(n), com essa forma, ser uma solugdo da equagdo u, = 3 u,; — 4 n, tem de ter-se:
gn)=3gh-1)-4n<=dn+e=3(dn-1)+e)—-4n<=dn+e=(3d-4)n+ (-3d + 3e)

e, igualando os coeficientes de n e os termos constantes de ambos os membros da udltima equacio,

obtém-se:
d=3d-4 (=2d=49)
e=-3d + 3e (= 2e=3d)

istoé,d=2ee=3.
Logo
gn)=2n+3
¢ uma solugdo particular da equacdo nao homogénea.
(3) Combinamos agora a soluc¢do geral com a solugdo especifica
u,=a3"+2n+3
e procuramos determinar o valor da constante a que satisfaga a condicdo inicial:
Uy=2<a3"+2%0+3=2<a=-1
Logo
u,=-3"+2n + 3, com n=0

¢ a solucdo procurada para a nossa recorréncia linear inicial, ndo homogénea.

Exemplo 2:

Pretende-se resolver a seguinte relac@o de recorréncia linear, ndo homogénea, de ordem 1 e coeficientes
constantes:

¢ condi¢do inicial: uy, =2

e equacdo de recorréncia: u, =2 u,, + 3", para n=1
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(1) Comece-se por encontrar a solu¢do geral da equacdo homogénea associada
u,=2u,,, paranxl
A equacdo polinomial caracteristica € x-2=0, pelo que a solugdo geral €
f(n) = a2", com n=0
(2) Procure-se uma solucéo particular da equagdo ndo homogéneau, =2 u, | + 3",
De acordo com a sugestdo acima, iremos tentar uma solucéo da forma g(n) = p 3" (com n=0), para uma
apropriada constante p.
Para uma sucessao g(n), com essa forma, ser uma solu¢do da equacdo u, =2 u,, + 3", tem de ter-se:
gm)=2gmn-1)+3"< p3"=2p3"'+3" < 3p=2p+3<=p=3
Logo
g(n)=3""
¢ uma solugdo particular da equacdo nao homogénea.
(3) Combinamos agora a soluc¢do geral com a solugdo especifica
u, =a2" + 3™
e procuramos determinar o valor da constante a que satisfaga a condicdo inicial:
yp=2<a2l+3"=2<a+3=2<a=-1
Logo
u, =-2" + 3™ com n=0

¢ a solucdo procurada para a nossa recorréncia linear ndo homogénea.

Vejamos mais um exemplo, ainda com relacdes de ordem 1 29,

Exemplo 3:
Pretende-se resolver a seguinte relacdo de recorréncia linear, ndo homogénea, de ordem 1 e coeficientes
constantes:
¢ condigdo inicial: u,=2
* equacdo de recorréncia: u, =3 u,, + 3", para n=1
(1) Comece-se por encontrar a solu¢do geral da equacdo homogénea associada
u, =3u,,, paranxl
A equacdo polinomial caracteristica € x-3=0, pelo que a solugdo geral €
f(n) = a3", com n=0

(2) Procure-se uma solucdo particular da equagdo ndo homogéneau, =3 u,, + 3",

De acordo com a sugestdo acima, iremos tentar uma solucdo da forma g(n) = p 3" (com n=0), para uma

apropriada constante p.

Para uma sucessdo g(n), com essa forma, ser uma solugdo da equagdo u, = 3 u,, + 3", tem de ter-se:

gm)=3gn-1)+3"< p3"=3p3”'+3"<p=p+1

29 Tirado (tal como os dois exemplos anteriores) do livro [6], que temos estado a seguir até aqui, nesta seccdo. Refira-se ainda

que af se salienta (na pdg. 217/218) que o método que temos estado a seguir falha em geral no caso em que a nossa equagdo de

ordem 1 ¢ da forma U, = C[U,_| +b;, com ¢ =1,
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equagdo impossivel de resolver.
Podemos entio tentar encontrar uma solugdo particular da forma 30 g(n) = p n 3" (com n=0):

gn)=3gh-)+3"<pn3"=3pm-1)3"'+3" <pn=pm-D+1<p=1
Logo

gm)=n3"
¢ uma solugdo particular da equacdo nao homogénea.
(3) Combinamos agora a soluc¢do geral com a solugdo especifica
uy,=a3"+n3"

e procuramos determinar o valor da constante a que satisfaga a condicdo inicial:

uy=2<2a3"+0%3"=2<a=2
Logo

u,=23"+n3"=(2 +n) 3", comn=0

¢ a solucdo procurada para a nossa recorréncia linear ndo homogénea.

v

Vejamos agora exemplos envolvendo relagées lineares de ordem 2, de coeficientes constantes, mas nio

homogéneas.

Exemplo 4:
Pretende-se resolver a seguinte recorréncia linear, ndo homogénea, de ordem 2 e coeficientes constantes:
e condicdo inicial: u,=130eu, =125
* equacdo de recorréncia: u, =4 u,, - 4 u,, + 5 n% para n=2
(1) Comece-se por encontrar a solu¢do geral da equacdo homogénea associada
u,=4u,,-4u,,, paran=2
A equacdo polinomial caracteristica é x* — 4 x + 4 = 0, que tem 2 como raiz dupla, pelo que a solugio
geral é
fn)=a2"+ bn 2", com n=0
(2) Procure-se uma solugdo particular da equacdo ndo homogéneau, =4 u,, - 4 u,, + 5 n’.
De acordo com a sugestdo acima, iremos tentar uma solugdo da forma g(n) =d n® + e n + f (para n=0),
para apropriadas constantes d, e e f.
Para uma sucessdo g(n), com essa forma, ser uma solugfo da equacdou, =4 u,, -4 u,, + 5 n’ tem &
ter-se:
gn) = 4gn-1)-4gn-2)+5n* =
dn’+en+f =4 @1 ’+e@D)+H-4dm2*+em2)+H)+5n<=
dn’+en+f = 5n*+8dn-12d+4e
e, igualando os coeficientes de n* e de n, e os termos constantes, de ambos os membros da tltima
equacdo, obtém-se:

d=5,b=40 e e=100

30 Tal como sugere o livro (jd referido na tltima nota de rodapé) [6].
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Logo
g(n)=5n*+40n + 100
€ uma solugdo particular da equag@o nao homogénea.
(3) Combinamos agora a solug¢do geral com a solugdo especifica
u,=a2"+bn2"+5n*+40n + 100

e procuramos determinar o valor das constante a e b que satisfazem as condigdes iniciais:

u, =130 < a=30
u,=125<5b=-40
Logo

u,=30%2"-40n2"+5n*+40 n + 100, com n=0

€ a solucdo procurada para a nossa recorréncia linear ndo homogénea.

Podemos ter-nos enganado nas contas!

Assim, comece por testar o resultado a que chegdmos, calculando u, e u, pela expressdo anterior, e
calculando u, pela relagdo de recorréncia e usando a expressdo anterior.

E, pelo sim pelo ndo (para ter mesmo a certeza que ndo houve enganos), prove por inducdo que a
expressao a que chegdmos satisfaz a relacdo de recorréncia.

v

Vimos, na sec¢do 2, métodos que podem ser utilizados para resolver relagées de recorréncia lineares, em
geral de ordem 1, ndo necessariamente com coeficientes constantes ou homogéneas. Vimos, na sec¢io 3,
técnicas que nos permitem resolver relagdes de recorréncia lineares (de vdrias ordens), de coeficientes
constantes e homogéneas. E vimos, nesta sec¢do, uma técnica que, em muitos casos, também nos permite
resolver relacdes de recorréncia lineares (de vdrias ordens), de coeficientes constantes, mas ndo
homogéneas3!. Para resolver outros tipos de relagdes de recorréncia (que ndo se possam converter a uma
destes tipos), precisamos de métodos mais poderosos, como métodos que usam fungées geradoras. Estas
utilizam séries (embora de uma forma relativamente simples) e nio serdo aqui abordadas. Sobre as fungdes
geradoras e sua utilizagdo para a resolucio de relacdes de recorréncia, o leitor interessado poderd consultar o

livro [6] (ou, ainda, p.ex. os livros [27] e [30]).

Exercicios:

1. Resolva a recorréncia:
uy=1leu,=3u,,-5n+ 2, para n=1

2. Resolva a recorréncia:
uy=1eu,=3u,, —4n% para n=1

3. Resolva a recorréncia:

uy=2,u=6eu,=6u,,-8u,,+ 3, para n=2

31 No capitulo 12 deparar-nos-emos com algumas relagdes de recorréncia ndo lineares.
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4. Resolva a recorréncia:

uy=2,u,=6eu,=7u,,-10u,, + 16 n, para n=2
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