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Doutora Maria Amélia Duarte Reis Bastos

Julho de 2004





UNIVERSIDADE TÉCNICA DE LISBOA
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Resumo

Neste trabalho estudamos as teorias de Noether e de resolubilidade de alguns proble-
mas de limite. Começamos por descrever as teorias de Noether e de resolubilidade
de dois problemas de limite binomiais, mais precisamente, os problemas de limite de
Hilbert e de Haseman. Depois, além de reunirmos os resultados existentes acerca das
teorias de Noether e de resolubilidade do problema de limite de Hilbert generalizado,
obtemos alguns resultados novos.

O nosso principal objectivo é a obtenção dos números de defeito desse problema
com um deslocamento linear fraccionário de Carleman de ordem 2 (α (α (t)) ≡ t),
directo ou inverso, sobre a circunferência unitária >>. Para isso começamos por
reduzir este problema ao estudo de um operador integral singular com deslocamento.
Em seguida usamos o facto bem conhecido de que o estudo de um tal operador
pode ser reduzido ao estudo de um operador integral singular (sem deslocamento)
cujos coeficientes são funções matriciais. Por fim calculamos os ı́ndices parciais
das referidas funções matriciais (que, neste caso, podem ser representadas na forma
de um produto de uma função matricial Hermiteana com determinante negativo
por funções matriciais racionais diagonais) e usamos estes resultados para obter os
números de defeito do problema inicial.

Relativamente à teoria de Noether do problema de limite de Hilbert generalizado,
obtemos resultados nos casos de um deslocamento não Carlemaneano ou de um
deslocamento de Carleman de ordem arbitrária.

Apresentamos também exemplos deste problema, com o deslocamento de Carle-
man directo α (t) = −t e com o deslocamento de Carleman inverso α (t) = 1

t
, para

os quais não são válidas as fórmulas de Gakhov-Coburn.

Palavras Chave

Problemas de limite; Operadores integrais singulares; Deslocamento; Factorização;
Teoria de Noether; Teoria de resolubilidade.
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Abstract

In this work we study the Noether and the solvability theories of some boundary
value problems. We start by decribing the Noether and the solvability theories of
two binomial boundary value problems, more precisely, the Hilbert and the Haseman
boundary value problems. After that, besides from bringing together the existing
results about the Noether and the solvability theories of the generalized Hilbert
boundary value problem, we obtain some new results.

Our main goal is to obtain the defect numbers of that problem with a direct or
inverse linear fractional Carleman shift of order 2 (α (α (t)) ≡ t) on the unit circle >>.
To this end we start by reducing the mentioned problem to the study of a singular
integral operator with shift. Afterwords we use the well known fact that the study
of this operator can be reduced to the study of a singular integral operator (without
shift) whose coefficients are matrix functions. Finally we compute the partial indices
of such matrix functions (which, in this case, can be represented as a product of an
Hermitean matrix function with negative determinant by diagonal rational matrix
functions) and use these results to obtain the defect numbers of the initial problem.

In what concerns the Noether theory of the generalized Hilbert boundary value
problem, we obtain results in the cases of a non-Carleman shift or of a Carleman
shift of arbitrary order.

We also give examples of this problem, with the direct Carleman shift α (t) =
−t and with the inverse Carleman shift α (t) = 1

t
, for which the Gakhov-Coburn

formulas are not valid.

Key Words

Boundary value problems; Singular integral operators; Shift; Factorization; Noether
theory; Solvability theory.
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Introdução

Seja Γ uma curva simples fechada de Lyapunov que divide o plano complexo, C,
em duas partes D+ e D− e seja α um deslocamento, preservando ou mudando a
orientação sobre Γ, que satisfaz α′(t) 6= 0, t ∈ Γ e α′ ∈ Hµ(Γ). O problema de limite
de Hilbert generalizado consiste em encontrar uma função

Φ+(z) = u(x, y) + iv(x, y) , z = x + iy ,

anaĺıtica no domı́nio D+ e tal que os valores limite das suas partes real e imaginária
pertençam à classe Hµ(Γ) e satisfaçam, sobre Γ, a condição de limite:

a(t)u(t) + b(t)u(α(t)) + c(t)v(t) + d(t)v(α(t)) = h(t) , (I)

que pode reescrever-se na forma:

Re{A(t)Φ+(t) + B(t)Φ+(α(t))} = h(t) , (II)

com A(t) = a (t)− ic (t) e B(t) = b (t)− id (t), onde a, b, c, d, h ∈ Hµ(Γ) são funções
reais.

Este problema é uma generalização do problema de limite de Hilbert clássico
(caso em que b = d ≡ 0), cujas teorias de Noether e de resolubilidade são já bem
conhecidas e estão descritas, por exemplo, nos livros de F. D. Gakhov [2] e N. I.
Muskhelishvili [32].

Neste trabalho procuramos apresentar resultados em relação às teorias de No-
ether e de resolubilidade do problema de limite de Hilbert generalizado enunciado
acima. Antes de mais introduzimos algumas definições para esclarecermos em que
consiste cada um destes pontos. Assim, o conjunto de todas as funções h para as
quais o problema (I) é solúvel chama-se imagem do problema (I) e o conjunto de to-
das as soluções do problema homogéneo (h ≡ 0) é designado por núcleo do problema
(I). Supondo que a imagem do problema de limite está contida num determinado
subespaço L, então esse problema diz-se normalmente solúvel se a sua imagem for
fechada em L. Os números de defeito, l e ρ, de um problema de limite são, res-
pectivamente, as dimensões do seu núcleo e do complemento à sua imagem em L.
A diferença entre os números de defeito chama-se ı́ndice, I, do problema de limite
(I = l − ρ). A teoria de Noether de um problema de limite engloba a obtenção das
condições sob as quais este é normalmente solúvel e tem números de defeito finitos,
e o cálculo do seu ı́ndice. Quanto à teoria de resolubilidade, esta consiste, essenci-
almente, no cálculo dos números de defeito, l e ρ do problema de limite. Diz-se que
estes números satisfazem as fórmulas de Gakhov-Coburn quando são dados por

l = max (0, I) e ρ = max (0,−I) . (III)
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2 Introdução

No entanto, também se podem incluir na teoria de resolubilidade questões como a
determinação de soluções exactas ou aproximadas e problemas da teoria espectral.

O problema de Hilbert com deslocamento foi enunciado, pela primeira vez, no
pŕıncipio dos anos 50 por F. D. Gakhov (durante seminários cient́ıficos), na forma:

b(t)u(α(t)) + c(t)v(t) = h(t) . (IV)

A formulação geral ((I) ou (II)), foi proposta por E. G. Khasabov e G. S. Litvin-
chuk em [10]. Neste artigo foram encontradas as condições de Noether do problema
(I) com um deslocamento Carlemaneano de ordem 2 (α(α(t)) = t), preservando ou
mudando a orientação sobre Γ e foi apresentada a teoria de resolubilidade de alguns
casos particulares degenerados deste problema que podem ser reduzidos a problemas
de limite binomiais.

Mais tarde, no artigo [13] dos mesmos autores, continuando a considerar o pro-
blema (I) com um deslocamento Carlemaneano de ordem 2, foram estabelecidas as
condições de resolubilidade e obtida a fórmula do ı́ndice deste. Além disso, foram
considerados exemplos do problema de limite de Hilbert generalizado, tanto com um
deslocamento directo como com um deslocamento inverso, para os quais, em geral,
o problema não homogéneo (I) pode não ser solúvel, embora o problema homogéneo
correspondente tenha soluções não triviais, ou seja, nesses exemplos, ao contrário do
que se passa com o problema de limite de Hilbert clássico, os números de defeito, l
e ρ, não satisfazem as fórmulas de Gakhov-Coburn (III).

Este trabalho tem por objectivo reunir todos os resultados já conhecidos (refe-
ridos acima) relativamente às teorias de Neother e de resolubilidade do problema
de limite de Hilbert generalizado (I), bem como resumir todos os factos prelimi-
nares necessários para a compreensão da referida teoria. Procuramos, ainda, obter
alguns resultados novos. Mais precisamente, apresentamos a teoria de Noether do
problema (I) quando α é um deslocamento não Carlemaneano ou um deslocamento
directo de Carleman de ordem k ≥ 2 e, quanto à teoria de resolubilidade, calcula-
mos os números de defeito l e ρ do problema (I) quando este é considerado sobre
a circunferência unitária e o deslocamento α é um deslocamento linear fraccionário
de Carleman de ordem 2 (α (α (t)) ≡ t), preservando ou mudando a orientação, i.e.,
Γ = >> e

α (t) =
t− β

βt− 1
, com t ∈ >> e β ∈ C\>> . (V)

Deste modo, começamos por introduzir, no Caṕıtulo 1, toda a informação pre-
liminar essencial para a compreensão dos restantes caṕıtulos. Nomedamente, os
conceitos e propriedades básicas acerca do operador integral singular de Cauchy e
dos operadores de deslocamento e conjugação complexa, e os factos gerais da te-
oria de Noether e de resolubilidade de equações integrais singulares com o núcleo
de Cauchy e de equações integrais singulares com um deslocamento. Neste último
ponto apresentamos alguns resultados da teoria de factorização de operadores in-
tegrais singulares com deslocamento linear fraccionário de Carleman de ordem 2
(α(α(t)) = t). Incluimos ainda, neste caṕıtulo, alguns resultados relativos à teoria
de factorização de matrizes com uma forma especial. A generalidade dos factos
expostos são já bem conhecidos, no entanto, na Subsecção 1.3.3, apresentamos um



Introdução 3

resultado novo sobre a factorização de uma matriz triangular. Relativamente a este
caṕıtulo resta-nos salientar que é aqui que serão introduzidas todas as notações e
designações que serão utilizadas ao longo de todo o trabalho.

No Caṕıtulo 2 expomos as bem conhecidas teorias de Noether e de resolubilidade
dos problemas de limite de Hilbert (clássico) e de Haseman, que no Caṕıtulo 3
sugirão como casos particulares do problema de limite de Hilbert generalizado.

O Caṕıtulo 3 será dedicado às teorias de Noether e de resolubilidade do problema
de limite de Hilbert generalizado (I).

Assim, na Secção 3.1, estabelecemos as condições de Noether e obtemos a fórmula
do ı́ndice do problema (I) com um deslocamento Carlemaneano tal que α(α(t)) = t,
preservando ou mudando a orientação sobre Γ. Terminamos esta secção apresen-
tando alguns resultados novos que consistem nas condições de Noether e a fórmula
do ı́ndice do problema (I) nos casos em que α é um deslocamento não Carlemaneano
ou um deslocamento directo de Carleman tal que αk (t) ≡ t para k ≥ 2.

Finalmente, na Secção 3.2, incluimos os resultados conhecidos de [10] sobre a
teoria de resolubilidade de alguns casos particulares degenerados deste problema
que, devido às condições impostas aos coeficientes, podem ser reduzidos a proble-
mas de limite binomiais, mais precisamente, a problemas do tipo de Carleman e
de Hilbert. Além disso, nesta secção, consideramos pela primeira vez a teoria de
resolubilidade do problema de limite de Hilbert generalizado com um deslocamento
linear fraccionário de Carleman de ordem 2 (α(α(t)) = t) preservando ou mudando
a orientação sobre a circunferência unitária >>. Mais concretamente, obtemos os
números de defeito, l e ρ, do problema (I) quando Γ = >> e α é um deslocamento
da forma (V).

Relativamente ao caso de um deslocamento directo, o Teorema 3.18, incluido na
Subsecção 3.2.1, é aqui apresentado pela primeira vez e o exemplo de [13] do pro-
blema (I) com um deslocamento directo é aqui considerado por um outro método
(“matricial”) no Exemplo 3.19. Na Subsecção 3.2.2 estudamos o caso de um des-
locamento inverso e são novos os Teoremas 3.22 e 3.23, além disso no Exemplo
3.24 aplicamos o “método matricial” referido ao exemplo do problema de Hilbert
generalizado com um deslocamento inverso apresentado em [13].





Caṕıtulo 1

Preliminares

Este primeiro caṕıtulo será, essencialmente, uma compilação de definições e resulta-
dos básicos indispensáveis à compreensão dos caṕıtulos seguintes. Assim, notamos
desde já que, ao longo deste trabalho, serão feitas muitas referências aos conceitos
e propriedades aqui expostos além de que é também neste caṕıtulo que são intro-
duzidas todas as notações e designações que serão utilizadas daqui para a frente.
Observamos ainda que a generalidade do material aqui incluido é apresentado de
forma breve e sem provas, podendo todos estes factos ser encontrados com maior
detalhe por exemplo em [26], bem como nas restantes referências citadas ao longo
deste caṕıtulo.

Começamos por apresentar, na Secção 1.1, algumas noções e caracteŕısticas es-
senciais do operador integral singular de Cauchy e dos operadores de deslocamento
e conjugação complexa.

Em seguida, consideramos as bem conhecidas teorias de Noether e de resolu-
bilidade de equações integrais singulares com o núcleo de Cauchy e de equações
integrais singulares com um deslocamento de Carleman (α (α (t)) ≡ t), nas secções
1.2 e 1.3, respectivamente. Observamos que, nesta última secção, além de alguns
resultados já conhecidos da teoria de factorização de operadores integrais singulares
com deslocamento linear fraccionário de Carleman tal que α (α (t)) ≡ t (Subsecção
1.3.2), inclúımos, na Subsecção 1.3.3 um resultado novo relativo à factorização de
uma matriz triangular.

Finalmente, as secções 1.4 e 1.5 são dedicadas, respectivamente, ao cálculo dos
ı́ndices parciais de uma função matricial hermiteana.com determinante negativo e
à teoria de Noether de operadores integrais singulares com um deslocamento não
Carlemaneano ou com um deslocamento Carlemaneano de ordem k ≥ 2.

1.1 Os operadores de deslocamento, conjugação

complexa e integral singular de Cauchy

Nesta secção incluimos as definições e as propriedades básicas do operador integral
singular de Cauchy e dos operadores de conjugação complexa e de deslocamento.

Consideremos a seguinte definição.

Definição 1.1 (Curva de Lyapunov) Uma curva de Lyapunov é uma curva sim-
ples, orientada (fechada ou aberta), Γ, que admite tangente em qualquer ponto t ∈ Γ
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6 Preliminares

e esta tangente forma com o eixo real um angulo θ (t) que satisfaz a condição de
Hölder, i.e., existe A > 0 tal que

|θ (t1)− θ (t2)| < A |t1 − t2|µ ,

para 0 < µ ≤ 1 e t1, t2 ∈ Γ.

Uma curva fechada de Lyapunov, Γ, é fronteira de um domı́nio simplesmente
conexo, limitado, no plano complexo C, que designamos por D+. Por D− denotamos
o domı́nio que é o complementar de D+ ∪ Γ no plano complexo estendido.

Neste trabalho assumiremos, sem perda de generalidade que z = 0 ∈ D+ e
z = ∞ ∈ D−. Consideramos a curva Γ orientada de modo que uma rotação ao
longo desta deixa o domı́nio D+ à esquerda. Designaremos por >> a circunferência
unitária, i.e., >> = {t ∈ C : |t| = 1}.

Introduzimos agora os espaços com que iremos trabalhar ao longo deste trabalho.
Chamamos espaço de Hölder, e representamos por Hµ (Γ) o espaço de todas as

funções ϕ : Γ → C que satisfazem a condição de Hölder:

|ϕ (t1)− ϕ (t2)| < A |t1 − t2|µ ,

para algum A > 0, com 0 < µ ≤ 1 e quaisquer t1, t2 ∈ Γ. Munido com a norma

‖ϕ‖Hµ(Γ) = max
t∈Γ

|ϕ (t)|+ sup
τ,t∈Γ

|ϕ (τ)− ϕ (t)|
|τ − t|µ ,

o espaço Hµ (Γ) é um espaço de Banach.
O espaço Lp (Γ) é formado pelas funções, ϕ : Γ → C, mensuráveis à Lebesgue

tais que
∫
Γ
|ϕ (t)|p |dt| é convergente. Lp (Γ) é um espaço de Banach, sendo a norma

neste espaço dada por

‖ϕ‖Lp(Γ) =

(∫

Γ

|ϕ (t)|p |dt|
) 1

p

.

Por C (Γ) denotamos o espaço de Banach de todas as funções cont́ınuas sobre Γ,
com a norma

‖ϕ‖C(Γ) = max
t∈Γ

|ϕ (t)| .

Introduzimos ainda a notação L (A,B) para representar o espaço dos operadores
lineares limitados do espaço A no espaço B, e denotamos L (A,A) por L (A).

O operador integral singular de Cauchy, S, é definido por

(Sϕ) (t) ≡ 1

πi

∫

Γ

ϕ (τ)

τ − t
dτ, t ∈ Γ,

onde o integral é considerado no sentido do valor principal de Cauchy. A função 1
τ−t

chama-se núcleo de Cauchy e a função ϕ (t), chamada densidade do integral singular,
pertence a um dos espaços Lp (Γ) (1 < p < ∞) ou Hµ (Γ) (0 < µ ≤ 1).

O operador S satisfaz as seguintes propiedades (ver [2], [3]):
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(i) O operador integral singular de Cauchy S é limitado nos espaços Lp (Γ) com
1 < p < ∞ e Hµ (Γ) (0 < µ < 1) e S é um operador linear limitado de H1 (Γ)
em H1−ε (Γ) onde ε > 0 se µ = 1. Em particular, se Γ = >> = {t ∈ C : |t| = 1},
então ‖S‖Lp(>>) = 1.

(ii) Se Γ é uma curva de Lyapunov fechada, então S2 = I onde I é o operador
identidade (S é operador involutivo).

(iii) O operador D = aS − SaI é compacto em Lp (Γ) ou Hµ (Γ) se a ∈ C (Γ) ou
a ∈ Hµ (Γ), respectivamente.

Consideremos agora o integral do tipo de Cauchy

Φ (z) =
1

2πi

∫

Γ

ϕ (τ)

τ − z
dτ,

Denotando por Φ+ (t) e Φ− (t) os valores limite, lim
z→t∈Γ
z∈D+

Φ (z) e lim
z→t∈Γ
z∈D−

Φ (z), respecti-

vamente, vejamos qual o comportamento desta função no contorno Γ.
Se ϕ ∈ Hµ (Γ) (0 < µ ≤ 1) então temos o seguinte Teorema de Sokhotsky-

-Plemeli-Privalov.

Teorema 1.2 Os valores limite, Φ+ (t) e Φ− (t) existem, tendo-se que
Φ± (t) ∈ Hµ (Γ) se 0 < µ < 1 e Φ± (t) ∈ H1−ε (Γ) se µ = 1 e estes valores li-
mite são dados pelas fórmulas de Sokhotsky-Plemeli

Φ+ (t) =
1

2
[(Iϕ) (t) + (Sϕ) (t)] , Φ− (t) =

1

2
[− (Iϕ) (t) + (Sϕ) (t)] , (1.1)

Se ϕ ∈ Lp (Γ), então as fórmulas (1.1) satisfazem-se por quase toda a parte em
Γ e as funções Φ± (t) pertencem ao mesmo espaço Lp (Γ).

Como consequência das fórmulas (1.1) temos que:

Φ+ (t)− Φ− (t) = ϕ (t) e Φ+ (t) + Φ− (t) = (Sϕ) (t) .

Decorre das propriedades (i) e (ii) do operador S que os operadores

P+ =
1

2
(I + S) e P− =

1

2
(I − S) (1.2)

são projecções mutuamente complementares nos espaços Hµ (Γ) e Lp (Γ) para uma
curva fechada Γ.

Para uma exposição mais detalhada das fórmulas de Sokhotsky-Plemeli e das
projecções P± ver [2], [3], [32].

Passemos agora a considerar o operador de conjugação complexa, C, definido por
(Cϕ) (t) = ϕ (t). Este operador satisfaz as seguintes propriedades:

(i) C é um operador anti-linear limitado em Lp (Γ), Hµ (Γ), C (Γ). Sendo linear,
nestes mesmos espaços, se for considerado sobre o corpo dos números reais. Os
espaços vectoriais reais correspondentes são representados por L̃p (Γ), H̃µ (Γ),

C̃ (Γ), respectivamente.
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(ii) C2 = I

(iii) ‖C‖ = 1 em qualquer um dos espaços referidos.

Resta introduzir o operador de deslocamento. Para isso comecemos pela definição
de (função de) deslocamento.

Seja Γ uma curva simples orientada (fechada ou aberta), chamamos deslocamento
a um homeomorfismo α : Γ → Γ. Ao longo deste trabalho, a menos que seja referido
algo em contrário, assumiremos que a função de deslocamento, α, tem derivada,
α′, não nula em Γ e que satisfaz a condição de Hölder sobre Γ, i.e., α′ ∈ Hµ (Γ) e
α′ (t) 6= 0, t ∈ Γ.

Observe-se que a transformação definida pelo deslocamento α, pode preservar ou
mudar a orientação considerada na curva Γ.

Chamamos deslocamento directo a um deslocamento que preserva a orientação
e deslocamento inverso a um deslocamento que muda a orientação. Sendo estes
denotados por α+ e α−, respectivamente.

Definição 1.3 Seja Γ uma curva fechada orientada e f uma função cont́ınua tal
que f (t) 6= 0, t ∈ Γ. O ı́ndice de Cauchy da função f é o número inteiro

κ =
1

2π
{arg f (t)}Γ = IndΓf (t)

onde {arg f (t)}Γ representa a variação total do argumento da função f (t) quando
a variável t varia em Γ no sentido positivo.

De acordo com a definição anterior, temos que

IndΓα+ (t) =
1

2π
{arg α+ (t)}Γ = 1 , IndΓα− (t) =

1

2π
{arg α− (t)}Γ = −1 .

Pode também motrar-se que

1

2π

{
arg α′+ (t)

}
Γ

= 0 e
1

2π

{
arg α′− (t)

}
Γ

= −2 . (1.3)

Torna-se conveniente apresentar aqui a definição de ponto periódico.

Definição 1.4 Um ponto τ ∈ Γ chama-se ponto periódico de um deslocamento α,
com multiplicidade k ≥ 1 (k ∈ N), se αk (τ) = τ e (para k > 1) αi (τ) 6= τ para
i ∈ {1, 2, ..., k − 1} onde αi (t) = α (αi−1 (t)) e convenionamos que α0 (t) ≡ t.

Um ponto periódico com multiplicidade 1 chama-se ponto fixo.
Apresentamos ainda as seguintes propriedades que são válidas para qualquer

deslocamento α:

• α pode ter ou não ter pontos periódicos.

• Se existirem pontos periódicos, ou todos os pontos da curva são pontos periódi-
cos, ou estes formam um certo subconjunto fechado.
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• Os pontos periódicos de um deslocamento directo (se existirem) têm todos a
mesma multiplicidade.

Definição 1.5 Um deslocamento directo, α, para o qual todos os pontos da curva
são pontos periódicos, com uma certa multiplicidade k ≥ 2, i.e.,

αk (t) = t ∀t ∈ Γ , (1.4)

chama-se deslocamento de Carleman.

O menor valor de k ∈ N para o qual a condição de Carleman (1.4) é satisfeita
chama-se ordem do deslocamento α.

Note-se que um deslocamento de Carleman preservando a orientação não tem
pontos fixos.

Quanto aos deslocamentos que mudam a orientação, notemos que, se α é um
deslocamento inverso então α2 é um deslocamento directo (que tem pelo menos um
ponto fixo). Neste caso α diz-se um deslocamento de Carleman se α2 (t) ≡ t.

Estamos agora em condições de considerar o operador de deslocamento. Seja Γ
uma curva simples orientada (fechada ou aberta) e α : Γ → Γ um deslocamento tal
que α′ ∈ Hµ (Γ) e α′ (t) 6= 0, t ∈ Γ. O operador de deslocamento, W , define-se por

(Wϕ) (t) = ϕ (α (t)) .

Este operador pode ser considerado sobre qualquer um dos espaços Lp (Γ) ou Hµ (Γ)
e satisfaz as seguintes propriedades:

(i) W é um operador linear limitado e continuamente invert́ıvel em Lp (Γ) e em
Hµ (Γ). Se considerarmos o operador de deslocamento dado por (Uϕ) (t) =

|α′ (t)| 1p ϕ (α (t)), este é linear limitado e invertivel continuamente em Lp (Γ),
sendo que ‖Uϕ‖ = ‖ϕ‖, isto é, U é um operador isométrico e ‖U‖ = 1.

(ii) Wm
α = Wαm , m = 0,±1,±2, ...

(iii) Se αn (t) ≡ t (α é um deslocamento de Carleman) então W n = I. Em particu-
lar, para n = 2, o operador W satisfaz a condição W 2 = I, i.e. é um operador
involutivo.

Também serão considerados os espaços de Banach Hn
µ (Γ) e Ln

p (Γ) que consistem
de vectores n-dimensionais u = (u1, u2, ..., un) com componentes uk ∈ Hµ (Γ) e
uk ∈ Lp (Γ) (k = 1, 2, ..., n), respectivamente. As normas definidas nestes espaços
são dadas por

‖u‖Hn
µ (Γ) = max

1≤k≤n
‖uk‖Hµ(Γ) , ‖u‖Ln

p (Γ) = max
1≤k≤n

‖uk‖Lp(Γ) .

As propriedades dos operadores S,C e W anteriormente mencionadas mantêm-se
válidas quandos estes são considerados nos espaços Hn

µ (Γ) e Ln
p (Γ).

Vejamos agora algumas propriedades essenciais que relacionam os operadores S,
W e C.

Nos resultados seguintes γ = +1 ou γ = −1 se o deslocamento α preserva ou
muda a orientação sobre Γ, respectivamente.
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Teorema 1.6 Seja Γ uma curva de Lyapunov simples, α um homeomorfismo de
Γ em si mesma, α′ (t) 6= 0, t ∈ Γ e α′ ∈ Hµ (Γ) , µ ∈ (0, 1], então os operadores
K1 = γWSW−1 − S e K2 = S + CSC são compactos nos espaços Lp (Γ) (Hλ (Γ))

e L̃p (Γ)
(
H̃λ (Γ)

)
, respectivamente, com λ < µ.

Corolário 1.7 O operador

K3 = γWSW−1 + CSC

é compacto no espaço L̃p (Γ)
(
H̃µ (Γ)

)
.

Corolário 1.8 Os operadores

K̃1 = γWS − SW , K̃2 = CS + SC

são compactos nos espaços Lp (Γ) (Hλ (Γ)) e L̃p (Γ)
(
H̃λ (Γ)

)
, respectivamente.

Estes corolários resultam do Teorema 1.6 porque K3 = K1 + K2 e os operadores
K̃1 e K̃2 são o produto de um operador compacto por um operador limitado, com
efeito, K̃1 = K1W e K̃2 = CK2.

Do corolário anterior resulta ainda que, em geral, a menos de um operador
compacto, os operadores W e S comutam se γ = 1 e anticomutam se γ = −1 e os
operadores S e C anticomutam.

Do Corolário 1.8 decorre também que

1. WCS ' W (−SC) ' −SWC , WCP± ' W (P∓C) ' P∓WC, se α = α+

(γ = +1),

2. WCS ' −WSC ' SWC , WCP± ' W (P∓C) ' P±WC, se α = α−
(γ = −1).

No caso particular Γ = >> com o deslocamento de Carleman linear fraccionário

α (t) =
t− β

βt− 1
, t ∈ >> , β ∈ C\>> , (1.5)

que satisfaz α (α (t)) ≡ t e preserva ou muda a orientação sobre >> conforme |β| < 1
ou |β| > 1, respectivamente, podemos escolher funções peso k0 (t) , kγ (t) (γ = ±1)
tais que os operadores com peso C0 e U definidos por (C0ϕ) (t) = k0 (t) (Cϕ) (t) ,
(Uϕ) (t) = kγ (t) (Wϕ) (t) são involutivos e satisfazem as condições

C0S = −SC0 , US = γSU .

De facto, se k0 (t) = 1
t
, então |k0 (t)| = 1 sobre >> e, por um lado, o operador

(C0ϕ) (t) = 1
t
ϕ (t) é involutivo e, por outro lado, verifica-se que C0S + SC0 = 0.

Antes de passarmos aos operadores de deslocamento pesados, observamos que o
deslocamento linear fraccionário de Carleman (1.5) admite a seguinte factorização

α (t) = α+ (t) tµα− (t) , (1.6)
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onde α+ (t) = λ
(
βt− 1

)−1
, α− (t) = λ−1 (t− β) t−1 , λ =

√
1− |β|2 , µ = 1, se

|β| < 1 e α+ (t) = (iλ)−1 (t− β) , α− (t) = iλt
(
βt− 1

)−1
, λ =

√
|β|2 − 1 , µ = −1,

se |β| > 1. Em ambos os casos as funções α+ (t) e α− (t) são analiticas nos domı́nios
D+ e D−, respectivamente, e não têm zeros. O ı́ndice desta factorização é dado pelo
factor tµ (IndΓα (t) = µ) e expressa o facto do deslocamento α preservar ou mudar
a orientação sobre >>. Verifica-se ainda que

α± (α (t)) =
[
α± (t)

]−1
, se |β| < 1

e
α± (α (t)) = α∓ (t) , se |β| > 1 . (1.7)

Voltando aos operadores de deslocamento pesados, as funções k1 (t) e k−1 (t)
contruem-se a partir das factorizações (1.6), mais precisamente, k1 (t) = −α+ (t),
se |β| < 1, e k−1 (t) = α− (t) t−1, se |β| > 1 e verifica-se que kγ (t) kγ (α (t)) ≡ 1,
U2 = I e US = γSU , γ = ±1.

Considerando o caso γ = 1 e usando as igualdades US = SU e S2 = I, obte-
mos que os śımbolos de Hankel, P∓UP±, do operador U são iguais a zero sobre a
circunferência unitária

P∓UP± = 0 .

Quanto ao caso γ = −1, usando as condições US = −SU e S2 = I, obtemos que
os śımbolos de Toeplitz do operador U são iguais a zero sobre >>, i.e.

P±UP± = 0 .

Finalmente consideramos algumas combinações do operadores U (γ = ±1) e C0.

UC0S = −SUC0 e (UC0)
2 = −I , se γ = 1

UC0S = SUC0 e (UC0)
2 = I , se γ = −1 .

As provas das propriedades acerca das fuções de deslocamento e dos operadores
W , S e C que acabamos de expor podem ser encontradas em [26], [17].(ver também
[8]).

1.2 Equações integrais singulares com o núcleo de

Cauchy

Nesta secção vamos estudar as teorias de Noether e de resolubilidade de equações
com a seguinte forma

(Kϕ) (t) ≡ A (t) ϕ (t) +
B (t)

πi

∫

Γ

ϕ (τ)

τ − t
dτ +

∫

Γ

k (t, τ) ϕ (τ) dτ = f (t) (1.8)

onde A,B e k são funções n × n−matriciais dadas, f é uma função vectorial dada
e ϕ é a função vectorial incógnita.
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O operador K chama-se operador integral singular com o núcleo de Cauchy e a
equação correspondente, (1.8), é chamada equação integral singular com o núcleo de
Cauchy.

Este operador será considerado sobre os espaços Ln
p (Γ) (1 < p < ∞), Hn

µ (Γ)
(0 < µ ≤ 1), com Γ uma curva fechada de Lyapunov. A função k (t, τ) é tal que o
operador (Dϕ) (t) ≡ ∫

Γ
k (t, τ) ϕ (τ) dτ é compacto no espaço correspondente. Nes-

tas condições verificam-se os seguintes factos:

(i) Se A,B ∈ Cn×n (Γ) e D : Ln
p (Γ) → Ln

p (Γ) então, representando por L (
Ln

p (Γ)
)

o espaço dos operadores lineares limitados de Ln
p (Γ) em Ln

p (Γ), temos que

K ∈ L (
Ln

p (Γ)
)
.

(ii) Se A,B ∈ Hn×n
µ (Γ) (0 < µ ≤ 1) e D : Hn

µ (Γ) → Hn
µ (Γ) então K ∈ L (

Hn
µ (Γ)

)
no caso 0 < µ < 1, e K ∈ L (

Hn
1 (Γ) , Hn

1−ε (Γ)
)
, no caso µ = 1.

1.2.1 Teoria de Noether

A teoria de Noether de um operador consiste na obtenção das condições de Noether
e de uma fórmula para o ı́ndice desse operador. Antes de passarmos ao estudo desta
teoria para o operador integral K, consideremos as seguintes definições e resulta-
dos essenciais da teoria de Noether de operadores lineares limitados em espaços de
Banach cujos detalhes e provas podem ser encontrados em [3], [19], [33].

Sejam X1 e X2 espaços de Banach e seja A : X1 → X2 um operador linear
limitado, i.e. A ∈ L (X1, X2). Chama-se núcleo do operador A ao seguinte subespaço
de X1

ker A = {x ∈ X1 : Ax = 0} .

A imagem de A é dada por

imA = {Ax : x ∈ X1} .

Denotamos por imA o fecho do conjunto imA.

O espaço cociente X2/imA chama-se conúcleo do operador A e representa-se por
cokerA.

A dimensão do subespaço ker A, i.e. o número de soluções linearmente indepen-
dentes da equação

Ax = 0 ,

representa-se por α (A) = dim ker A e a dimensão do conúcleo de A, denota-se por
β (A) = dim cokerA.

Um operador linear limitado A : X1 → X2 chama-se normalmente solúvel se
imA é fechada no espaço X2, isto é, imA = imA.

Os subespaços ker A e cokerA chamam-se subespaços de defeito do operador A e
os números α (A) e β (A) chamam-se números de defeito do operador A.

Introduzimos agora a definição de operador Noetheriano e do seu ı́ndice.
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Definição 1.9 Um operador linear limitado A ∈ L (X1, X2) é um operador de No-
ether 1 se

(i) A é operador normalmente solúvel.

(ii) Os números α (A) = dim ker A e β (A) = dim cokerA são finitos.

Definição 1.10 O número inteiro I (A) = indA = α (A) − β (A) chama-se ı́ndice
do operador Noetheriano A.

O conjunto dos operadores de Noether definidos em X e com valores em Y será
representado por Φ (X,Y ). Se Y = X usaremos Φ (X) = Φ (X, X).

Notamos também que uma equação da forma Ax = y, onde A é um operador de
Noether, chama-se equação de Noether, e o número indA é também chamado ı́ndice
da equação Ax = y.

Definição 1.11 Um operador de Noether com ı́ndice zero chama-se operador de
Fredholm.

Enunciamos agora algumas propriedades importantes dos operadores de Noether:

1. Teorema de Dieudonnet : Dado um operador Noetheriano A ∈ L (X,Y ), existe
um número positivo ρ (A) tal que, se B ∈ L (X,Y ) satisfaz a desigualdade
‖B‖ < ρ (A) então A + B é operador de Noether e ind (A + B) = indA.

Este resultado reflecte a estabilidade da propriedade Noetheriana e do ı́ndice de
um operador sob perturbações por operadores com a norma suficientemente
pequena. Deste teorema resulta também que o conjunto dos operadores de
Noether é aberto no espaço de todos os operadores lineares limitados.

2. Teorema de Mikhlin-Atkinson: Se A ∈ L (X,Y ) é um operador de Noether e
D ∈ L (X, Y ) é um operador compacto, então A + D é um operador Noethe-
riano e ind (A + D) = indA.

Este teorema exprime a estabilidade da propriedade Noetheriana de um ope-
rador A e do seu ı́ndice sob perturbações por operadores compactos.

3. Teorema de Atkinson: Se B ∈ L (X, Y ) e A ∈ L (Y, Z) são operadores Noethe-
rianos então o produto AB ∈ L (X, Z) é também um operador Noetheriano e
ind (AB) = indA + indB.

4. Alternativa de Fredholm: Para uma equação Ax = y, onde A é um operador
de Fredholm, verifica-se uma das seguintes alternativas

(a) A equação homogénea Ax = 0 não tem soluções linearmente independen-
tes (α (A) = 0) e, então, a equação Ax = y resolve-se incondicionalmente
e tem solução única.

1Na literatura ocidental, em geral, é usado o termo “operador de Fredholm” para designar
aqueles operadores que na litratura Russa (e ao longo deste trabalho) são chamados operadores de
Noether, ficando o termo “operador de Fredholm” reservado para um operador de Noether com
ı́ndice zero, de acordo com a Definição 1.11.
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(b) A equação homogénea Ax = 0 tem soluções não triviais e, então, para a
resolubilidade da equação Ax = y é necessário e suficiente que se verifi-
quem α (A) condições de resolubilidade.

Passamos agora a apresentar os resultados que expõem a teoria de Noether do
operador integral singular com núcleo de Cauchy K (definido pela equação (1.8)).

Teorema 1.12 O operador K é Noetheriano se e só se

det (A (t)±B (t)) 6= 0 , t ∈ Γ.

Teorema 1.13 O ı́ndice do operador de Noether K calcula-se pela fórmula

indK =
1

2π

{
arg

det (A (t)−B (t))

det (A (t) + B (t))

}

Γ

= IndΓ
det (A (t)−B (t))

det (A (t) + B (t))
.

Em geral, é mais simples considerar o operador integral singular K sem o ope-
rador compacto D. Este operador,

(
K0ϕ

)
(t) ≡ A (t) ϕ (t) +

B (t)

πi

∫

Γ

ϕ (τ)

τ − t
dτ (1.9)

chama-se operador integral singular caracteŕıstico. De acordo com o Teorema de
Atkinson, os Teoremas 1.12 e 1.13 mantêm-se válidos para o operador K0.

Se considerarmos as projecções P± = 1
2
(I ± S) introduzidos em (1.2), a fórmula

(1.9) pode escrever-se na forma

K0 ≡ TC,D ≡ CP+ + DP−

onde C = A + B e D = A−B.

Considerando esta representação para o operador integral singular caracteŕıstico
e considerando o caso particular n = 1, os Teoremas 1.12 e 1.13 têm a seguinte
formulação alternativa.

Teorema 1.14 Um operador integral singular caracteŕıstico com o núcleo de Cau-
chy

Tc,d = cP+ + dP− : Hµ (Γ) → Hµ (Γ) (Lp (Γ) → Lp (Γ))

c, d ∈ Hµ (Γ) (C (Γ)), com Γ uma curva fechada de Lyapunov, é Noetheriano se e
só se min

t∈Γ
|c (t) d (t)| > 0. (c (t) d (t) 6= 0 sobre Γ).

Teorema 1.15 Se um operador integral singular

Tc,d = cP++dP− : Hµ (Γ) → Hµ (Γ) (Lp (Γ) → Lp (Γ)) com c, d ∈ Hµ (Γ) (C (Γ))

é Noetheriano, então indTc,d = 1
2π

{
arg d(t)

c(t)

}
Γ

= IndΓ
d(t)
c(t)

.
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1.2.2 Teoria de resolubilidade

A teoria de resolubilidade de um operador A consiste no cálculo dos números de
defeito α (A) e β (A), na formulação das condições de resolubilidade e na obtenção
das soluções expĺıcitas ou aproximadas das equações correspondentes.

Relativamente à teoria de resolubilidade da equação integral singular (1.8) e do
operador integral singular caracteŕıstico (1.9), começamos por enunciar o seguinte
resultado relativo às condições de resolubilidade.

Teorema 1.16 A equação Kϕ = f é solúvel se e só se

∫

Γ

f (t) ψj (t) dt = 0,

onde {ψj} , j = 1, 2, ..., α (K ′), é um sistema completo de soluções linearmente in-
dependentes da equação homogénea aliada K ′ψ = 0.

Onde K ′ é o operador aliado do operador K, e é definido por

(K ′ψ) (t) ≡ A (t) ψ (t)− 1

πi

∫

Γ

B (τ) ψ (τ)

τ − t
dτ +

∫

Γ

k (τ, t) ψ (τ) dτ

e satisfaz a igualdade

∫

Γ

(Kϕ) (t) ψ (t) dt =

∫

Γ

ϕ (t) (K ′ψ) (t) dt.

Verifica-se que dim cokerK = dim ker K ′, i.e. β (K) = α (K ′).
Consideremos agora a teoria de resolubilidade da equação integral singular ca-

racteŕıstica

(
K0ϕ

)
(t) ≡ a (t) ϕ (t) +

b (t)

πi

∫

Γ

ϕ (τ)

τ − t
dτ = f (t) , t ∈ Γ. (1.10)

Uma vez que as fórmulas de Sokhotsky-Plemeli (ver Teorema 1.2) nos permitem re-
duzir esta equação a um problema de limite de Riemann, começamos por apresentar
a solução e as condições de resolubilidade deste.

Seja Γ uma curva simples, suave, fechada que divide o plano complexo estendido
nas partes interior D+ (3 0) e exterior D− (3 ∞). Dadas as funções G e g definidas
em Γ, o problema de limite de Riemann consiste em encontrar funções Φ+ (z) e
Φ− (z) anaĺıticas em D+ e D−, respectivamente, cujos valores limite no contorno Γ
satisfazem a condição

Φ+ (t) = G (t) Φ− (t) + g (t) . (1.11)

Procuramos a solução do problema de limite (1.11) na classe das funções represen-
tadas por integrais do tipo de Cauchy, satisfazendo por isso a condição adicional
Φ− (∞) = 0. Consideremos o caso G, g ∈ Hµ (Γ) com G (t) 6= 0, t ∈ Γ.

Fazendo κ = 1
2π
{arg G (t)}Γ e introduzindo as, assim chamadas, funções canóni-

cas do problema de Riemann(1.11)

χ+ (z) = eΥ+(z) , χ− (z) = z−κeΥ−(z) ,
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onde

Υ (z) =
1

2πi

∫

Γ

ln (τ−κG (τ))

τ − z
dτ ,

Υ+ (z) = Υ (z) se z ∈ D+ , Υ− (z) = Υ (z) se z ∈ D−, obtemos que o coeficiente
G (t) admite a factorização

G (t) = χ+ (t)
[
χ− (t)

]−1
, (1.12)

que se revela fundamental para a obtenção dos resultados seguintes

1. Se κ ≥ 0 a solução do problema de limite de Riemann (com a condição adici-
onal Φ− (∞) = 0) é dada por

Φ± (z) = χ± (z) Ψ± (z) + χ± (z) Pκ−1 (z) (1.13)

onde Pκ−1 (z) ≡ 0 se κ = 0 e Pκ−1 (z) é um polinómio de grau inferior ou igual
a κ−1 com coeficientes complexos arbitrários c0, c1, . . . , cκ−1, para κ > 0. Com

Ψ (z) =
1

2πi

∫

Γ

g (τ)

χ+ (τ)

dτ

τ − z
,

Ψ+ (z) = Ψ (z) se z ∈ D+ , Ψ− (z) = Ψ (z) se z ∈ D−.

2. Se κ < 0, Pκ−1 (z) ≡ 0, e obtêm-se as condições de resolubilidade do problema
(1.11): ∫

Γ

g (t)

χ+ (t)
tk−1dt = 0 , k = 1, 2, . . . ,−κ. (1.14)

Voltemos agora a considerar a equação integral singular caracteŕıstica, K0ϕ =
f (t). Usando as fórmulas de Sokhotsky-Plemeli (1.1), a equação (1.10) reduz-se ao
problema de limite de Riemann

Φ+ (t) =
a (t)− b (t)

a (t) + b (t)
Φ− (t) +

f (t)

a (t) + b (t)
, t ∈ Γ (1.15)

para uma função Φ (z) (seccionalmente anaĺıtica) tal que Φ+ (z) e Φ− (z) são anaĺıti-
cas em D+ e D−, respectivamente, com Φ− (∞) = 0. Decorre das fórmulas de
Sokhotsky-Plemeli (1.1) que existe uma correspondência biúnivoca entre as soluções
do problema de limite (1.15) e as soluções da equação (1.10). Diz-se que a equação
(1.10) e o problema (1.15) com a condição adicional Φ− (∞) = 0 são equivalentes.

Assim, podemos transferir para a equação (1.10) a teoria de resolubilidade do

problema de limite de Riemann. Deste modo, fazendo G (t) = a(t)−b(t)
a(t)+b(t)

e g (t) =
f(t)

a(t)+b(t)
, obtemos o seguinte teorema.

Teorema 1.17 Sejam a, b ∈ Hµ (Γ) (C (Γ)), a2 (t)− b2 (t) 6= 0, t ∈ Γ. Então para
o operador K0 : Hµ (Γ) → Hµ (Γ) (Lp (Γ) → Lp (Γ)) estão satisfeitas as seguintes
afirmações:
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(i) α (K0) = dim ker K0 = max (0, κ) , β (K0) = dim cokerK0 = max (0,−κ),

κ = indK0 =
1

2π

{
arg

a− b

a + b

}

Γ

.

(ii) Se κ = 0, κ > 0 ou κ < 0 existem, e podem construir-se expĺıcitamente, o
operador inverso K0−1 (κ = 0), o operador inverso à direita K0−1

r (κ > 0) ou
o operador inverso à esquerda K0−1

l (κ < 0), respectivamente.

(iii) A solução geral e as condições de resolubilidade da equação (1.10) obtêm-se
usando as fórmulas de Sokhotsky-Plemeli (mais precisamente a relação ϕ (t) =
Φ+ (t) − Φ− (t)), a solução (1.13) e as condições de resolubilidade (1.14) do
problema de limite de Riemann correspondente (1.15).

Notamos que o teorema anterior dá-nos a teoria de resolubilidade da equação
(1.10) apenas para o caso de coeficientes escalares (n = 1). Salientamos também que

este teorema está baseado na factorização (1.12) da função (escalar) G (t) = a(t)−b(t)
a(t)+b(t)

.
Analogamente, a teoria de resolubilidade deste problema no caso de coeficientes

matriciais também tem por base a factorização de uma função matricial G.
Embora não apresentemos aqui a teoria de resolubilidade de um problema de

limite de Riemann com coeficientes matriciais, o conceito de factorização será indis-
pensável na secção seguinte. Assim, passamos a generalizar a ideia da factorização
(1.12) ao caso de uma função matricial G.

Seja Γ uma curva simples, suave, fechada que divide o plano complexo estendido
nas partes interior D+ (3 0) e exterior D− (3 ∞) e seja G ∈ Hn×n

µ (Γ) uma função
n× n−matricial não singular. Fixemos κ = 1

2π
{arg det G (t)}Γ.

Definição 1.18 Uma factorização de uma função matricial não singular G (t) re-
lativa ao contorno Γ é uma representação de G na forma

G (t) = G+ (t) Λ (t) G− (t) (1.16)

onde G± (t) são os valores limite das funções matriciais G± (z), analiticas e não
singulares em D±, respectivamente e satisfazendo det G± (z) 6= 0, Λ (t) =
diag {tκ1 , tκ2 , . . . , tκn} e κ1 ≥ κ2 ≥ . . . ≥ κn são inteiros e chamam-se ı́ndices
parciais de G. À soma destes, κ1 + κ2 + . . . + κn = κ = IndΓ det G (t), chama-
mos ı́ndice total de G.

Os ı́ndices parciais são invariantes da factorização (1.16). As funções matriciais
G± (z) são chamadas canónicas.

Consideremos agora o seguinte teorema de [29] que relaciona duas factorizações
distintas de uma função matricial G (t).

Teorema 1.19 Se existem duas factorizações diferentes de uma função matricial
não singular G (t) :

G (t) = G+ (t) Λ (t) G− (t) = G̃+ (t) Λ̃ (t) G̃− (t)

e H+ =
(
G̃+

)−1

G+, H− = G̃− (G−)
−1

, então Λ = Λ̃ = diag {tκ1 , tκ2 , ..., tκn} e

ΛH− = H+Λ.
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No caso de uma função (2× 2)−matricial G (t) temos

H+ =

(
λ1 Pκ1−κ2

0 λ2

)
, H− =

(
λ1 tκ2−κ1Pκ1−κ2

0 λ2

)
,

onde Pκ1−κ2 é um polinómio de grau não superior a κ1− κ2 e λ1, λ2 são constantes.

O problema de factorização de uma função matricial, ao contrário do que se passa
no caso escalar, só pode ser resolvido efectivamente em casos muito particulares. É
neste facto que reside a maior dificuldade da obtenção da teoria de resolubilidade de
operadores integrais singulares com coeficientes matriciais e também de operadores
integrais singulares com deslocamento, uma vez que, como veremos mais à frente, a
teoria de resolubilidade destes se reduz ao problema de resolubilidade de operadores
integrais singulares com coeficientes matriciais (neste caso com matrizes 2× 2).

As provas e uma exposição mais detalhada da teoria de operadores integrais
singulares com o núcleo de Cauchy e do problema de limite de Riemann podem ser
encontradas em [2], [3], [29], [31], [32].

1.3 Equações integrais singulares com um deslo-

camento de Carleman

Esta secção será dedicada às teorias de Noether e de resolubilidade de operadores
integrais singulares com um deslocamento de Carleman. A teoria de Noether será
apresentada para o caso de um deslocamento de Carleman qualquer. Quanto à teoria
de resolubilidade, apenas vamos considerar o caso de um deslocamento linear frac-
cionário (da forma (1.5)) de Carleman (α (α (t)) ≡ t) sobre a circunferência unitária
>>.

1.3.1 Teoria de Noether

Seja Γ uma curva de Lyapunov e α : Γ → Γ um deslocamento de Carleman de ordem
2 (α (α (t)) ≡ t) que preserva ou muda a orientação sobre Γ, tal que α′ ∈ Hµ (Γ) e
α′ (t) 6= 0, t ∈ Γ. E seja W o operador de deslocamento correspondente (W 2 = I).

Consideremos, em Hµ (Γ) (a, b, c, d ∈ Hµ (Γ)) ou em Lp (Γ) (a, b, c, d ∈ C (Γ)), o
operador

K = (aI + bW ) P+ + (cI + dW ) P− , P± =
1

2
(I ± S) (1.17)

e o seu operador companheiro

K̃ = (aI − bW ) P+ + (cI − dW ) P− .

Estes operadores satisfazem as seguinte identidade matricial

1

2

(
I I
W −W

)(
K 0

0 K̃

)(
I W
I −W

)
= AP+ + BP− + D ≡ M , (1.18)
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onde

A (t) =

(
a (t) b (t)

b (α (t)) a (α (t))

)
, B (t) =

(
c (t) d (t)

d (α (t)) c (α (t))

)
, (1.19)

se α (t) = α+ (t) preserva a orientação sobre Γ, e

A (t) =

(
a (t) d (t)

b (α (t)) c (α (t))

)
, B (t) =

(
c (t) b (t)

d (α (t)) a (α (t))

)
, (1.20)

se α (t) = α− (t) muda a orientação sobre Γ.
O operador D = {d (WSW − γS) , c (α) (WSW − γS)}, com γ = ±1 se α = α±,

é compacto de acordo com o Teorema 1.6.
Verifica-se ainda que os seguintes operadores são compactos

uK − K̃u, onde u (t) = α (t)− t e α = α+ .

SK − K̃S, onde S é o operador integral singular de Cauchy e α = α− .

Observe-se que u (t) = α+ (t)− t 6= 0, t ∈ Γ logo o operador uI é invert́ıvel.
O operador M = AP+ + BP− + D é um operador integral singular sem desloca-

mento com coeficientes matriciais. Este operador é chamado o operador corespon-
dente para K.

Visto que o operador D é compacto, de acordo com o Teorema de Mikhlin-
-Atkinson (ver Subsecção 1.2.1), a teoria de Noether do operador M , e, consequen-
temente, do operador K, pode ser obtida a partir da teoria de Noether do operador
integral singular com coeficientes matriciais sem deslocamento, AP+ + BP−.

Assim, o teorema seguinte foi estabelecido em [24] (ver também [25], [26]) e
dá-nos as condições de Noether e a fórmula do ı́ndice para o operador (1.17).

Teorema 1.20 O operador

K = (aI + bW ) P+ + (cI + dW ) P− : Hµ (Γ) → Hµ (Γ) (Lp (Γ) → Lp (Γ)) (1.21)

é Noetheriano se e só se

1.

∆1 (t) = c (t) c (α (t))− d (t) d (α (t)) 6= 0 ,

∆2 (t) = a (t) a (α (t))− b (t) b (α (t)) 6= 0

se o deslocamento de Carleman preserva a orientação sobre Γ (α = α+). E,
neste caso, o ı́ndice do operador de Noether (1.21) é dado por

indK =
1

4π

{
arg

∆1 (t)

∆2 (t)

}

Γ

;

2.
∆ (t) = a (t) c (α (t))− d (t) b (α (t)) 6= 0 (1.22)

se o deslocamento de Carleman muda a orientação sobre Γ (α = α−). E, neste
caso, uma fórmula para o ı́ndice do operador (1.21) é a seguinte

indK = − 1

2π
{arg ∆ (t)}Γ .
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Notamos ainda que, da identidade (1.18), decorre que

dim ker K + dim ker K̃ = dim ker M .

Se definirmos V (t) = c (α (t)) b (t) − a (α (t)) d (t), com α um deslocamento de
Carleman que preserva ou muda a orientação sobre Γ, obtemos a seguinte identidade

∆ (t) ∆ (α (t))− V (t) V (α (t)) ≡ ∆1 (t) ∆2 (t) .

Chamamos também atenção para o facto do Teorema 1.20 admitir uma genera-
lização natural ao caso de um operador K com coeficientes matriciais (n× n).

Uma exposição mais pormenorizada dos resultados apresentados acima encontra-
-se em [17], [31], [25], [2].

1.3.2 Teoria de resolubilidade para o caso de um desloca-
mento linear fraccionário de Carleman

Nesta subsecção vamos obter a teoria de resolubilidade para equações integrais sin-
gulares caracteŕısticas com um deslocamento de Carleman. Para tal, começamos
por impôr restrições ao deslocamento α. Mais precisamente, vamos considerar o
caso de um deslocamento linear fraccionário de Carleman (da forma (1.5)) sobre a
circunferência unitária, >>. Antes mais, referimos que o estudo da teoria de resolu-
bilidade de operadores integrais singulares com um deslocamento linear fraccionário
de Carleman foi iniciado por Litvinchuk e Vasilevski [30].

Caso de um deslocamento directo

Começamos pelo caso de um deslocamento que preserva a orientação sobre >>. Con-

sideremos, então, a seguinte transformação linear fraccionária, definida em C\
{

1
β

}
:

α (z) =
z − β

βz − 1
, 0 < |β| < 1 . (1.23)

Esta transformação não tem pontos fixos sobre >>, uma vez que α (t) = t−β

βt−1
, |β| < 1

é um deslocamento de Carleman que preserva a orientação sobre >>. No entanto α

admite dois pontos fixos ξ± em C\>>, dados por ξ± = 1∓λ
β

, com λ =
√

1− |β|2.
Denotando por >>+ e >>− o interior e o exterior de >>, respectivamente, temos que
ξ± ∈ >>±.

Associado ao deslocamento α vamos considerar o operador de deslocamento com
peso, U , definido por (Uϕ) (t) = −α+ (t) (Wϕ) (t), onde α+ (t) = λ

βt−1
é o factor

esquerdo da factorização de α (t) apresentada em (1.6). Quando introduzimos este
operador, na Secção 1.1, vimos também que este satisfaz as seguintes propriedades:

(i) U2 = I,

(ii) US = SU ,

(iii) P∓UP± = 0.
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Um operador com a forma
A = aI + bU, (1.24)

onde a e b são funções definidas em >>, chama-se operador funcional e as funções a
e b são denominadas coeficientes deste operador.

O objectivo desta subsecção é o estudo da teoria de resolubilidade de operadores
integrais singulares da forma

T (A,B) = AP+ + BP−,

onde A e B são operadores funcionais. Para esse fim usaremos o método proposto
em [18] e desenvolvido em [16] onde podem ser encontrados todos os detalhes do
material que passamos a expor.

Sem perda de generalidade, consideraremos operadores com a forma mais simples

T (A) = P+ + AP−.

Veremos que este operador pode ser factorizado usando uma factorização do
operador funcional A e do operador matricial, M , correspondente para T (A) (ver
Subsecção 1.3.1). Note-se que a propriedade (ii) do operador U permite-nos obter o
operador M , em (1.18), sem o operador compacto D, sendo, por isso, um operador
integral singular caracteŕıstico sem deslocamento e com coeficientes matriciais.

Assim, a factorização de um operador T = P+ + AP−, com A = aI + bU um
operador funcional, será realizada em dois passos. Primeiramente resolvemos o pro-
blema de factorização para o operador funcional A, que, a menos de um isomorfismo
algébrico, é equivalente a um problema de factorização numa algebra adequada de
funções matriciais. Em seguida, basemo-nos no resultado mencionado para obter a
factorização do operador T .

Começamos por introduzir alguma notação e recordar alguns resultados básicos.
Seja B uma álgebra decompońıvel de funções cont́ınuas na circunferência unitária,

B = B+ ⊕
o

B−, com B+ = P+B,
o

B− = P−B e designemos B− =
o

B− ⊕ C. Por A,

A± e
o

A− denotamos as álgebras de todos os operadores funcionais com coeficientes,

respectivamente, em B, B± e
o

B−.Da propriedade (iii) do operador U apresentada
acima, decorre que

A = A+ ⊕
o

A−, P∓A±P± = {0} ,

tendo-se assim que a álgebra de operadores A é decompońıvel e o problema de
factorização de elementos de A tem sentido.

Definição 1.21 Seja α o deslocamento de Carleman (1.23) definido sobre a cir-
cunferência unitária. No seguimento, usamos o śımbolo B2×2

α para representar a
álgebra de todas as 2× 2 matrizes funcionais da forma

A =

(
a b

b (α) a (α)

)

com a, b ∈ B.
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Usaremos também a seguinte caracterização dos elementos de B2×2
α : A ∈ B2×2

α

se e só se A ∈ B2×2 e

A = eA (α) e, e =

(
0 1
1 0

)
. (1.25)

Verifica-se que a subálgebra B2×2
α de B2×2 é também uma álgebra decompońıvel

B2×2
α = B2×2

+,α ⊕
o

B2×2
−,α

onde B2×2
+,α = P+B2×2

α e
o

B2×2
−,α = P−B2×2

α . Pomos B2×2
−,α =

o

B2×2
−,α ⊕ C2×2.

Introduzimos agora o seguinte isomorfismo algébrico da álgebra A na álgebra
B2×2

α (ver, por exemplo, [20]):

π : A = aI + bU 7→ A =

(
a b

b (α) a (α)

)
(1.26)

É importante notar que neste caso, em que α é um deslocamento linear fraccionário
de Carleman, o isomorfismo π satisfaz as seguintes propriedades de invariância

π (A±) = B2×2
±,α .

Esta propriedade significa que para factorizar o operador A na álgebra A é
suficiente factorizar a função matricial A ∈B2×2

α na álgebra B2×2
α .

Prossseguimos agora com a definição do conceito de factorização na álgebra B2×2
α

que será conveniente para os nossos propósitos.
Uma factorização de uma função matricial A ∈ B2×2 na álgebra B2×2 é um

representação de A na forma
A = A+ΛA−,

onde A±1
+ ∈ B2×2

+ , A±1
− ∈ B2×2

− , e

Λ (t) = diag {tκ1 , tκ2} ,

onde κ1 e κ2 são inteiros, que supomos satisfazerem κ1 ≥ κ2 e são chamados ı́ndices
parciais de A (são uńıvocamente determinados por A).

O número κ = κ1 + κ2 chama-se ı́ndice total de A e coincide com Ind>> detA.
Se κ1 = κ2 = 0 a factorização de A diz-se canónica.
Notamos ainda que, se pelo menos um dos ı́ndices parciais for não nulo, então o

factor central de uma factorização de A não pertence a B2×2
α , i.e. Λ /∈ B2×2

α .
Considerando o caso em que A ∈ B2×2

α admite uma factorização canónica, temos
que A representa-se univocamente na forma

A = A+A−, com A+ (ξ+) = e0,

onde ξ+ é o ponto fixo do deslocamento α que satisfaz ξ+ ∈ >>+ e e0 =

(
1 0
0 1

)
.

Visto que A = eA (α) e e

A = eA+ (α) eeA− (α) e, com eA+ (α (ξ+)) e = e0,

obtemos que A+ = eA+ (α) e e A− = eA− (α) e, ou seja, A+ ∈ B2×2
+,α e A− ∈ B2×2

−,α .
Passamos agora ao caso geral de uma factorização não canónica de A.
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Lema 1.22 Se A ∈ B2×2
α admite uma factorização em B2×2, seja A = A+ΛA−,

então os factores exteriores satisfazem as seguintes identidades

A+ = eA+ (α) Λ+Hε,p

A− = Λ−1Hε,pΛΛ−A− (α) e

onde e é a matriz constante dada em (1.25), Λ± = diag {(α±)
κ1 , (α±)

κ2} e Hε,p =(
ε p
0 −ε

)
é uma função matricial triângular onde ε ∈ {−1, 1} e p é um polinómio

de grau não superior a κ1 − κ2 que é um número par, tal que

p (α) =
(
α+

)κ1−κ2 p. (1.27)

Prova. Se A ∈ B2×2
α então A = eA (α) e vindo que

A = (eA+ (α) Λ+) Λ (Λ−A− (α) e)

é outra factorização de A.
De acordo com o Teorema 1.19, sobre a relação entre duas factorizações da mesma

função matricial não singular, obtemos

A+ = eA+ (α) Λ+H, (1.28)

A− = Λ−1H−1ΛΛ−A− (α) e. (1.29)

onde H =

(
µ p
0 ν

)
, com µ, ν ∈ C e p um polinómio de grau não superior a κ1−κ2.

Considerando os pontos fixos, ξ± ∈ >>±, do deslocamento (1.23) satisfazem-se as
igualdades α+ (ξ+) = −1 e α− (ξ−) = 1. Consequentemente det Λ+ (ξ+) = (−1)κ1+κ2

e det Λ− (ξ−) = 1. Assim, calculando os determinantes de ambos os membros de
(1.28) e (1.29) nos pontos fixos ξ+ e ξ−, respectivamente, obtemos

µν (−1)κ1+κ2 = −1 e µν = −1.

Consequentemente κ1 + κ2, e também κ1 − κ2, são necessariamente números pares.
Por outro lado, de (1.28) decorre que A+ (α) = eA+Λ+ (α)H (α). Substituindo

esta relação em (1.28), vem que

e0 = Λ+ (α)H (α) Λ+H. (1.30)

Da igualdade matricial (1.30) obtemos que µ2 = ν2 = 1, resultando que

µ = −ν = ε, ε ∈ {−1, 1} .

De (1.30) conclúımos também que p tem que satisfazer a igualdade (1.27). Final-
mente, pondo Hε,p = H, temos também H−1 = Hε,p.

É importante salientar que é posśıvel mostrar que o número ε que aparece nesta
proposição é determinado uńıvocamente pela função matricial A ∈ B2×2

α , não de-
pendendo, assim, da factorização considerada.

Introduzimos agora o conceito de factorização na álgebra B2×2
α .
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Definição 1.23 Seja A ∈ B2×2
α não singular. Chamamos factorização de A na

álgebra B2×2
α a uma sua representação na forma

A = A+,αRA−,α,

onde

(i) A±1
+,α ∈ B2×2

+,α , A±1
−,α ∈ B2×2

−,α ,

(ii) R ∈ B2×2
α tem a forma

R = KS−1diag {χκ1 , χκ2} S,

onde κ1, κ2 são inteiros tais que κ1 ≥ κ2, K = diag {1, (−1)κ1}, S é uma
matriz constante não singular, e χ ∈ B satisfaz as seguintes propriedades:

χ (α) = −χ e Ind>>χ = 1. (1.31)

É conveniente fazer algumas observações relativamente a esta definição.
Procuraremos agora explicar quais as principais utilidades das condições impos-

tas ao factor centralR, e em particular à função χ, na definição anterior. Começamos
por notar que a segunda condição em (1.31) permite garantir que a partir de uma
factorização de A em B2×2

α se possa obter uma factorização de A em B2×2 (facto
este que deve ser naturalmente exigido, visto que B2×2

α é uma subálgebra de B2×2).
Com efeito, se Ind>>χ = 1 então χ pode factorizar-se em B como χ = χ+tχ−,
consequentemente obtemos uma factorização de R em B2×2 da seguinte forma

R =
(KS−1diag

{
χκ1

+ , χκ2
−

})
diag {tκ1 , tκ2} (

diag
{
χκ1
− , χκ2

−
}S)

.

A substituição desta factorização na factorização A = A+,αRA−,α dá-nos a facto-
rização pretendida de A em B2×2. Este procedimento mostra que os números κ1 e
κ2 são precisamente os ı́ndices parciais de A ∈ B2×2

α , que, de acordo com o lema
anterior são ambos pares ou ambos impares.

Consideremos agora o papel da outra condição imposta à função χ, nomeada-
mente, χ (α) = −χ. Antes de mais, notamos que esta condição é compat́ıvel com a
anterior, uma vez que qualquer função anti-invariante relativamente a α tem ı́ndice
ı́mpar (ver, por exemplo, [8], Cap. 3, pág. 119). Além disso, considerando o caso
em que κ1 e κ2 são números pares, vindo K = e0, esta referida condição implica
que R (α) = R. Assim, para que R ∈ B2×2

α , tem que se verificar eRe = R. Este
facto permite-nos determinar expĺıcitamente a matriz constante S que assegura que
esta propriedade é satisfeita: S é uma matriz diagonalizante para e. Analogamente,
no caso em que κ1 e κ2 são números ı́mpares, tendo-se K = diag {1,−1}, a refe-
rida condição implica que R (α) = −R. Visto que K anti-comuta com e, para que
R ∈ B2×2

α mantém-se a mesma conclusão para S. De entre as matrizes diagonali-
zantes para e, podemos escolher aquelas que são unitárias, tomando

S =
1√
2

(
1 ω
−ω 1

)
, com ω = ±1.

No seguimento escrevemos Sω em vez de S quando estivermos a considerar esta
escolha.
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Apresentamos agora dois exemplos de posśıveis escolhas para a função χ. Po-
demos tomar para χ a função definida por χ (t) = α (t) − t, t ∈ >>, que pode ser
factorizar-se como χ = χ+tχ−, com χ+ = β̄ t−ξ−

βt−1
e χ− = 1 − ξ+

t
. Neste caso a

função matricial R é racional. Outro posśıvel exemplo decorre da escolha de um
ramo conveniente da função

√
tα (t), nomeadamente χ (t) =

√
α+t

√
α−, onde

√
α±

são ramos que preservam a anaĺıticidade em >>±. Neste contexto, esta escolha pode
ser feita se pudermos garantir que

√
α± ∈ B.

Estamos agora em condições de enunciar o principal resultado sobre a factoriza-
ção em B2×2

α .

Teorema 1.24 Seja A ∈ B2×2
α . As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) A admite uma factorização em B2×2
α ,

(ii) A admite uma factorização em B2×2.

Mais, a partir de qualquer uma das factorizações de A referidas acima pode
obter-se expĺıcitamente a outra.

Embora não apresentemos aqui a prova deste teorema (que pode ser encontrada
em [16]), é importante notar que a implicação (i) ⇒ (ii) decorre das observações
feitas imediatamente após a Definição 1.23. Deve salientar-se ainda que a prova
deste teorema dá-nos um procedimento construtivo para obter uma factorização de
uma função matricial A ∈ B2×2

α na álgebra B2×2
α a partir de uma sua factoriza-

ção em B2×2. Mais concretamente, se A = A+ΛA− é uma factorização de A em
B2×2, com ı́ndices parciais κ1 e κ2, os seus factores exteriores satisfazem as condições
estabelecidas no Lema 1.22 (fixando-se assim o número ε ∈ {−1, 1} e o polinómio
p). Então uma factorização de A em B2×2

α é dada por

A = A+,αRA−,α,

onde R ∈ B2×2
α é dado por

R = KS−1
ω diag {χκ1 , χκ2} Sω , com ω = ε

onde χ ∈ B é uma qualquer função que satisfaz as condições (1.31).
Um cálculo simples mostra que R pode escrever-se como

R =

(
u εv

(−1)κ1 εv (−1)κ1 u

)
=





(
u εv
εv u

)
se κ1 e κ2 são pares,

(
u εv
−εv −u

)
se κ1 e κ2 são ı́mpares,

(1.32)
com

u =
1

2
(χκ1 + χκ2) , v =

1

2
(χκ1 − χκ2) . (1.33)

Os factores exteriores A±,α da factorização de A em B2×2
α podem obter-se conside-

rando uma factorização conveniente de R em B2×2. Mais precisamente, se a referida
factorização de R em B2×2 for R = R+ΛR−, então os factores A±,α são dados por
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A+,α = A+R−1
+ e A−,α = R−1

− A−,respectivamente, tendo-se que estes satisfazem
A±1
±,α = eA±1

±,α (α) e.
Aplicamos agora os resultados anteriores para obter uma factorização de opera-

dores integrais singulares da forma

T (A) = P+ + AP− , com coeficientes na álgebra A.

O primeiro resultado que podemos obter é que o operador T (A) pode ser fac-
torizado sempre que a função matricial π (A) admita uma factorização na álgebra
B2×2

α (onde π é o isomorfismo definido em (1.26)).
Com efeito, se A ∈ A é um operador funcional da forma (1.24) e A = A+,αRA−,α

é uma factorização de A = π (A) em B2×2
α então o operador A admite a factoriza-

ção A = A+RA−, onde R = π−1 (R) e A± = π−1 (A±,α). Observamos que A± são
operadores funcionais invert́ıveis, cujos inversos são dados por A−1

± = π−1
(A−1

±,α

)
,

tendo-se que P∓A±P± = 0 e P∓A−1
± P± = 0. Assim,

T (A) = P+ + AP− = A+ (P+ + RP−)
(
A−1

+ P+ + A−P−
)

= A+T (R)
(
A−1

+ P+ + A−P−
)
.

Podemos então enunciar o seguinte

Teorema 1.25 Seja A um operador funcional da forma (1.24) com coeficientes
numa álgebra decompońıvel B, i.e. A ∈ A. Se A = π (A) admite uma factori-
zação A = A+,αRA−,α na álgebra B2×2

α , onde R é a função matricial (1.32), então
o operador T (A) admite a factorização

T (A) = A+T (R)
(
A−1

+ P+ + A−P−
)
, (1.34)

onde A± = π−1 (A±,α) e R = π−1 (R).

Relativamente à invertibilidade do operador T (A) verifica-se o teorema seguinte,
onde R é a função matricial dada por (1.32) e R = π−1 (R).

Teorema 1.26 Seja A ∈ A nas condições do teorema anterior e sejam κ1 e κ2 os
ı́ndices parciais de A. Se κ1 ≤ 0 (respectivamente κ2 ≥ 0) então T (A) é invert́ıvel
à esquerda (respectivamente à direita). Se κ1 = κ2 = 0 então o operador T (A) é
invert́ıvel. Em qualquer destes casos, o inverso unilateral ou bilateral de T (A) é
dado por

T−1 (A) =
(
A+P+ + A−1

− P−
)
RT

(
R−1

)
R−1A−1

+ .

Passamos agora à caracterização do núcleo do operador T (A).
Começamos por notar que os factores exteriores A+ e D = A−1

+ P+ + A−P− em
(1.34) são operadores invert́ıveis com inversos dados por A−1

+ e D−1 = A+P+ +
A−1
− P−, respectivamente. Assim, dim ker T (A) = dim ker T (R).

Prosseguimos então com o estudo do núcleo do operador T (R) . Com esse ob-
jectivo, introduzimos os operadores de projecção complementares

Q± =
1

2
(I ± U) . (1.35)
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Passando a denotar o menor ı́ndice parcial por κ2 = κ−1 e usando (1.32) e (1.33)
temos que

R = π−1 (R) = uI + εvU = (u + εv) Q+ + (u− εv) Q− = χκεQ+ + χκ−εQ−.

Definindo, para ε = ±1, Vε = P+ + χκεP−, e uma vez que cada uma das projecções
P± comuta com cada uma das projecções Q±, obtemos

T (R) = P+ + RP− = VεQ
+ + V−εQ

−. (1.36)

Além disso, por (1.31), satisfazem-se as relações:

Q±χκε = χκεQ±, se κ±1 são pares,
(1.37)

Q±χκε = χκεQ∓, se κ±1 são ı́mpares,

Das relações (1.37) decorre que, se κ±1 são números ı́mpares, em vez de (1.36),
podemos escrever

T (R) = Q−Vε + Q+V−ε. (1.38)

Para distinguir os casos em que Vε comuta ou não com as projecções Q±, intro-
duzimos o parâmetro γ ∈ {−1, 1}, definido por:

γ =

{
1 se κ1 e κ2 são pares
−1 se κ1 e κ2 são ı́mpares.

No caso γ = −1, juntamente com (1.36) e (1.38), temos também

T (R) = VεL
− + V−εL

+, (1.39)

onde L± são os operadores de projecção complementares definidos por

L± = P+Q± + P−Q∓ = Q±P+ + Q∓P−. (1.40)

Daqui em diante passaremos a utilizar a notação

Tn = P+ + χnP−, n ∈ Z,

segundo a qual temos Tκ1 = V1 e Tκ2 = V−1.
De (1.36), (1.38) e (1.39) e usando a convenção de notação acima obtemos a

proposição seguinte.

Proposição 1.27 Seja A ∈ A, e suponhamos que se satisfazem as condições do
Teorema 1.25. Sejam κ1 e κ2 os ı́ndices parciais de A e ε = ±1 o número que
resulta do Lema 1.22. Então

ker T (A) = ker T (R) =

=





[ker Tκ1 ∩ ker Q−]⊕ [ker Tκ2 ∩ ker Q+] se ε = 1 e γ = 1
[ker Tκ1 ∩ ker L+]⊕ [ker Tκ2 ∩ ker L−] se ε = 1 e γ = −1
[ker Tκ1 ∩ ker Q+]⊕ [ker Tκ2 ∩ ker Q−] se ε = −1 e γ = 1
[ker Tκ1 ∩ ker L−]⊕ [ker Tκ2 ∩ ker L+] se ε = −1 e γ = −1

,

onde Q± e L± são as projecções definidas em (1.35) e (1.40), respectivamente.
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Em seguida procuramos identificar os subconjuntos apresentados na proposição
anterior. Começamos por observar que o operador integral singular (sem desloca-
mento) Tn tem núcleo não trivial apenas no caso n > 0 tendo-se nesse caso que
dim ker Tn = n. Introduzimos mais um par de operadores de projecção mutuamente
complementares

Q±,n =
1

2

(
I ± (

α+
)−n

U
)

, n ∈ N.

Para n ∈ N, seja P n−1 o espaço de todos os polinómios sobre >> de grau menor que
n. Denotando por Q±,n

r a restricção do operador Q±,n ao espaço P n−1 verifica-se
que Q±,n

r : P n−1 → P n−1.

Proposição 1.28 Para n ∈ N,

dim
(
ker Tn ∩ ker Q±)

= dim ker Q±,n
r se n é par,

e
dim

(
ker Tn ∩ ker L±

)
= dim ker Q∓,n

r se n é ı́mpar.

Temos ainda que os elementos ϕ ∈ ker Tn ∩ ker Q± são da forma

ϕ = pn−1νn, com νn = χn
+ − t−nχ−n

− = χn
+

(
1− χ−n

)
, (1.41)

onde χ = χ+tχ− é uma factorização de χ e pn−1 é um polinómio de grau menor que
n tal que pn−1 ∈ ker Q±,n

r . Por outro lado, ϕ ∈ ker Tn ∩ ker L± se e só se ϕ é da
forma (1.41) com pn−1 ∈ ker Q∓,n

r .
O lema seguinte fornece-nos a caracterização dos operadores de projecção de

dimensão finita Q±,n
r .

Lema 1.29 Nas condições acima, dim ker Q+,n
r =

[
n+1

2

]
, Q−,n

r =
[

n
2

]
, onde [x]

representa a parte inteira de x, e as funções

q±m =
1

2
tn−1

(
αm−1
− ± αn−m

−
)
, m = 1, . . . , dim ker Q±,n

r , (1.42)

formam uma base para ker Q±,n
r .

Observamos que para a prova deste lema é conveniente considerar para P n−1 a
base tn−1αm−1

− , m = 1, . . . , n.
Enunciamos agora o principal resultado sobre o subespaço ker T (A).

Teorema 1.30 Nas condições da Proposição 1.27 temos que

dim ker T (A) =





0 se κ1 ≤ 0[
κ1

2
+ 1−ε

4

]
se κ1 > 0, κ2 ≤ 0

κ1+κ2

2
se κ2 > 0

.

Mais, sejam νκ1 e νκ2 as funções definidas em (1.41) para n = κ1, κ2, sejam q±m
os elementos da base de ker Q±,n

r dada em (1.42), e seja D−1 = A+P+ + A−1
− P−.

Então

ker T (A) = span
{D−1

(
q+
mνκ1

)}
, m = 1, . . . ,

[
κ1

2
+

1− ε

4

]
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se κ1 > 0, κ2 ≤ 0, e

ker T (A) = span
{D−1

(
q+
mνκ1

) ∪ D−1
(
q−l νκ2

)}
,

m = 1, . . . ,

[
κ1

2
+

1− ε

4

]

l = 1, . . . ,

[
κ2

2
+

1 + ε

4

]

se κ2 > 0.

Caso de um deslocamento inverso

Passamos agora ao estudo da teoria de resolubilidade de operadores integrais singu-
lares com um deslocamento linear fraccionário de Carleman, da forma:

α (t) =
t− β

βt− 1
, |β| > 1,

que muda a orientação sobre a circunferência unitária, >>. Apresentamos aqui o
método usado por Drekova (Kovaliova) e Kravchenko em [1] e [15].

Vamos considerar a teoria de resolubilidade do operador integral singular com
um deslocamento de Carleman (1.17) onde, no lugar do operador de deslocamento
W , usaremos o operador de deslocamento com peso, U , definido por (Uϕ) (t) =

α− (t) t−1 (Wϕ) (t), onde α− (t) =
it
√
|β|2−1

βt−1
é o factor direito da factorização de α (t)

apresentada em (1.6).
Devido à igualdade SU = −US (ver Secção 1.1), a identidade matricial (1.18),

que relaciona o operador

T = (aI + bU) P+ + (cI + dU) P− (1.43)

e o seu operador companheiro, T̃ = (aI − bU) P+ + (cI − dU) P−, obtém-se sem o
operador compacto D, vindo que M = AP+ + BP−.

Tal como no caso de um deslocamento preservando a orientação, pretendemos
factorizar o operador T , no entanto usaremos um procedimento diferente que se
baseará no facto de, no caso α = α−, as matrizes A e B satisfazerem a relação

B = eA (α) e. (1.44)

Assim, começaremos por obter uma factorização do operador M , na qual todos os
factores são operadores integrais singulares cujos coeficientes matriciais satisfazem
a relação (1.44), em seguida usaremos a transformação inversa de (1.18) para obter
a factorização pretendida do operador T .

Uma vez que, de acordo com a condição de Noether (1.22), a função matricial
A é invert́ıvel, vamos considerar a função matricial C = A−1B. Começemos por
assumir que C admite a factorização (ver, por exemplo, [29])

C = C+ΛC− , com
(C+

)±1
,
(
C−

)±1

∈ H∞ (>>) , Λ = diag {tκ1 , tκ2} , (1.45)
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onde κ1 e κ2, com κ1 ≥ κ2, são os ı́ndices parciais de C e H∞ (>>) é a classe de
Hardy (constituida pelas funções anaĺıticas e limitadas no interior da circunferência
unitária). Notamos ainda que κ1 e κ2 têm que ser ambos pares ou ambos ı́mpares
pois indT = κ1+κ2

2
.

Da condição (1.44) decorre que C = eC−1 (α) e. Usando esta condição, a partir
da igualdade (1.45), obtemos outra factorização da matriz C

C = e
[C− (α)

]−1
Λ−1

+ ΛΛ−1
−

[C+ (α)
]−1

e , Λ± = Λ
(
α±

)
, (1.46)

onde α+ e α− são os factores esquerdo e direito, respectivamente, da factorização
(1.6).

Designado

H+ =
[
e
[C− (α)

]−1
Λ−1

+

]−1

C+ = Λ+C− (α) eC+eH−

= Λ−1
−

[C+ (α)
]−1

e
[C−]−1

,

aplicando o Teorema 1.19, da igualdade das factorizações (1.45) e (1.46) da matriz
C, conclúımos que

H+Λ = ΛH−

onde

H+ =

(
λ1 P (t)
0 λ2

)
, H− =

(
λ1 tκ2−κ1P (t)
0 λ2

)
, (1.47)

com λ1 e λ2 constantes e P (t) um polinómio de grau não superior a κ1 − κ2.
Das definições de H+ e H−, temos

H+ (α) = Λ+ (α) C−eC+ (α) , (1.48)

H−1
− = C−eC+ (α) Λ− . (1.49)

Da relação α± (α (t)) = α∓ (t) (ver (1.7)) decorre que Λ− = Λ+ (α). Usando esta
igualdade, multiplicado a equação (1.49) à esquerda por Λ− e à direita por Λ−1

− e
tendo em conta a equação (1.48), obtemos

H+ (α) = Λ−H−1
− Λ−1

− . (1.50)

Escrevendo explicitamente a igualdade matricial (1.50) observamos que
P (α (t)) = −λ1λ2t

κ2−κ1 (α− (t))
κ1−κ2 P (t) e que λ1 = λ−1

1 , λ2 = λ−1
2 , tendo-se assim

λ2
1 = λ2

2 = 1. Podemos ainda obter mais informação sobre a estrutura das matrizes

H+ e H−, usando o facto do deslocamento α ter dois pontos fixos, τ1,2 =
1∓
√

1−|β|2
β̄

,

sobre >>. Verifica-se que α± (τ1) = −τ1 e α± (τ2) = τ2. Assim, para i = 1, 2,
[α± (τi)]

κ1+κ2 = τκ
i , pois κ1 + κ2 = κ é um número par.

Da primeira fórmula em (1.47) notamos que detH+ = λ1λ2. Por outro lado,
avaliando os determinantes de ambos os membros da igualdade H+ = Λ+C− (α) eC+

nos pontos fixos τ1 e τ2, obtemos λ1λ2 = −1. O que significa que λ1 = −λ2 = ε,
com ε ∈ {−1, 1}. A matriz H+ toma, assim, a forma

H+ =

(
ε P (t)
0 −ε

)
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verificando-se directamente que

H−1
+ = H+ .

Além disso, como já foi referido,

P (α (t)) = tκ2−κ1
(
α− (t)

)κ1−κ2 P (t) .

Das definições de H+ e H− obtemos a fórmula

C = C+H+ΛΛ−1
−

[C+ (α)
]−1

e (1.51)

que será útil no seguimento.
Tendo em vista a factorização do operador integral singular T (ver (1.43)), procu-

ramos agora obter uma factorização do operador integral singular sem deslocamento
correspondente M = AP+ + BP−, na qual os factores sejam operadores integrais
singulares cujos coeficientes matriciais satisfazem a relação (1.44). Usando a repre-
sentação (1.51) obtemos uma factorização para M da seguinte forma

M = AP+ + BP− = A (P+ + CP−)

= A
(
C+

(C+
)−1

P+ + C+H+ΛΛ−1
−

[C+ (α)
]−1

eP−
)

= AC+X
(
X−1P+ + X−1H+ΛΛ−1

− eP−
) ((C+

)−1
P+ + e

[C+ (α)
]−1

eP−
)

,

onde a matriz X é escolhida de forma que

eA (α) C+ (α) X (α) e = AC+X , det X 6= 0 sobre >> . (1.52)

Assim M = M0M1M2, onde M0,1,2 são os operadores integrais singulares matriciais

M0 = AC+X I = AC+XP+ +AC+XP−
M1 = X−1P+ + X−1H+ΛΛ−1

− eP−

M2 =
(C+

)−1
P+ + e

[C+ (α)
]−1

eP− .

Consideremos agora cada um dos operadores Mi, i = 0, 1, 2. Começamos pelo
operador M2. Por um lado M2 é um operador cont́ınuamente invert́ıvel, com inverso
dado por M−1

2 = C+P+ + eC+ (α) eP−. Por outro lado os coeficientes matriciais de
M2 satisfazem a relação (1.44). Assim, pondo

(C+
)−1

=

(
c11 c12

c21 c22

)

e aplicando ao operador M2 a transformação inversa de (1.18) obtemos o operador
matricial diagonal (

T+ 0

0 T̃+

)

onde
T+ = c11P+ + c21 (α) UP+ + c22 (α) P− + c12UP− ,
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e T̃+ é o operador companheiro para T+. Tendo-se assim que T+ é um operador
integral singular continuamente invert́ıvel com deslocamento.

Raciocinando de modo análogo, procuramos agora aplicar a M0 a transformação
inversa de (1.18). Para que os coeficientes matriciais de M0 satisfaçam a relação
(1.44) temos de escolher uma matriz X tal que a relação (1.52) seja satisfeita. É
posśıvel mostrar que da relação (1.52) decorre que

X = H+ΛΛ−1
− X (α) e . (1.53)

Fazendo

X =

(
x1 x2

x3 x4

)

e usando a igualdade matricial (1.53) é posśıvel concluir que a matriz X tem uma
estrutura especial que depende apenas das funções x1 e x3:

X =


 x1 ε

[
(α−)

−1
t
]κ1

x1 (α) +
[
(α−)

−1
t
]κ2

P (t) x3 (α)

x3 −ε
[
(α−)

−1
t
]κ2

x3 (α)


 .

Para que a matriz X seja não-degenerada escolhemos

x3 ≡ 1 e x1 (t) =
(
α−

)κ2−κ1
2 t

κ1−κ2
2 γ, onde γ >

1

2

∥∥∥∥
(
α−

)κ1−κ2
2 t

κ2−κ1
2 P

∥∥∥∥
C(>>)

.

Vindo

X =




[
(α−)

−1
t
]κ1−κ2

2
γ ε

[
(α−)

−1
t
]κ1+κ2

2
γ +

[
(α−)

−1
t
]κ2

P (t)

1 −ε
[
(α−)

−1
t
]κ2


 , det X 6= 0 .

(1.54)
Consideramos agora o operador M0 = F I = FP+ + FP−, com F = AC+X. A

escolha (1.54) para a matriz X garante que a igualdade F = eF (α) e é satisfeita.

Por outro lado, desta igualdade decorre que, sendo F =

(
f11 f12

f21 f22

)
, temos

f11 = f22 (α) , f12 = f21 (α) . (1.55)

Podemos, assim, aplicar ao operador M0 a transformação inversa da transformação
(1.18), obtendo-se o operador matricial diagonal

(
G 0

0 G̃

)

onde

G = f11P+ + f21 (α) UP+ + f22 (α) P− + f12UP− ,

G̃ = f11P+ − f21 (α) UP+ + f22 (α) P− − f12UP− .

Tendo em conta as condições (1.55), obtêm-se os operadores continuamente in-
vert́ıveis

G = f11I + f12U , G̃ = f11I − f12U
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sendo G̃ o operador companheiro para G.
Finalmente consideramos o factor central

M1 ≡ X−1P+ + X−1H+ΛΛ−1
− eP− .

Do facto dos operadores M,M0 e M2 possuirem a estrutura (1.44) decorre que
o operador M1 também satisfaz esta identidade. No entanto, é posśıvel verificar
directamente que, se A1 = X−1, B1 = X−1H+ΛΛ−1

− e, então B1 = eA1 (α) e. Uma
vez mais aplicando a transformação inversa de (1.18), obtemos o operador matricial
diagonal (

N 0

0 Ñ

)
.

Para calcular os seus coeficientes, começamos por escrever a matriz X−1

X−1 =
1

det X



−ε

[
(α−)

−1
t
]κ2 −ε

[
(α−)

−1
t
]κ1+κ2

2
γ −

[
(α−)

−1
t
]κ2

P (t)

−1
[
(α−)

−1
t
]κ1−κ2

2
γ


 ,

e observamos que

det X (α) =
[(

α−
)−1

t
]−(κ2+κ1)

det X . (1.56)

Assim,

N = −
ε
[
(α−)

−1
t
]κ2

det X
P+ − 1

det X (α)
UP+ +

[
(α−)

−1
t
]κ2−κ1

2
γ

det X (α)
P−

−
ε
[
(α−)

−1
t
]κ1+κ2

2
γ +

[
(α−)

−1
t
]κ2

P (t)

det X
UP−

= − 1

det X

[
ε
[(

α−
)−1

t
]κ2

P+ +
[(

α−
)−1

t
]κ1+κ2

UP+ −
[(

α−
)−1

t
]κ1+3κ2

2
γP−

+

(
ε
[(

α−
)−1

t
]κ1+κ2

2
γ +

[(
α−

)−1
t
]κ2

P (t)

)
UP−

]

= −

[
(α−)

−1
t
]κ2

det X

[
εP+ +

[(
α−

)−1
t
]κ1

UP+ −
[(

α−
)−1

t
]κ1+κ2

2
γP−

+

(
ε
[(

α−
)−1

t
]κ1−κ2

2
γ + P (t)

)
UP−

]

= −

[
(α−)

−1
t
]κ2

det X

(
P+ +

[(
α−

)−1
t
]κ1

P−
)
× [εP+ + UP+

−
[(

α−
)−1

t
]κ2−κ1

2
γP− +

(
ε
[(

α−
)−1

t
]κ1−κ2

2
γ + P (t)

)
UP−

]
,

sendo a última igualdade obtida com recurso às igualdades

P±UP± = 0 e P±UP∓ = UP∓
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que decorrem de US = −SU e S2 = I.
Acabamos, assim, de obter uma factorização do operador T na forma

T = GNT+

onde G é um operador funcional cont́ınuamente invert́ıvel e T+ é um operador inte-
gral singular com deslocamento continuamente invert́ıvel. Consequentemente,

dim ker T = dim ker N ,

sendo, por isso, posśıvel obter a teoria de resolubilidade do operador T a partir
da dimensão e estrutura dos subespaços de defeito do operador N com coeficientes
racionais.

Observamos que Ind>>
[
(α−)

−1
t
]

= 1, pois (α−)
−1

t = β̄t−1
iλ

tem um zero simples

no ponto t = 1
β̄

e |β| > 1.
Notamos também que

ker N = ker N1 ∩ ker N2

onde

N1 = P+ +
[
(α−)

−1
t
]κ1

P− ,

N2 = εP+ + UP+ −
[
(α−)

−1
t
]κ2−κ1

2
γP− +

(
ε
[
(α−)

−1
t
]κ1−κ2

2
γ + P (t)

)
UP− .

Assim, se κ1 ≤ 0, o núcleo do operador N1 e, consequentemente, o núcleo do
operador N é trivial, i.e., se κ1 ≤ 0 então dim ker T = dim ker N = 0. Por outro
lado, se o operador N1 tiver um núcleo não-trivial, a estrutura do núcleo de N
depende do operador 4-nomial N2.

Consideremos agora o caso κ1 > 0. Nesta situação, resulta da fórmula para a
solução geral do problema de limite de Riemann

Φ+ (t) =
[(

α−
)−1

t
]κ1

Φ− (t) ,

que o núcleo do operador N1 é não-trivial, tendo-se

ker N1 =

{
ϕ : ϕ = rj −

[(
α−

)−1
t
]−κ1

rj

}

onde rj é um polinómio de grau j (j ∈ {0, 1, . . . , κ1 − 1}) na variável (α−)
−1

t. No
entanto, para obtermos o núcleo do operador N é necessário observar que, para que
ψ ∈ ker N , temos que ter ψ ∈ ker N1 e ψ ∈ ker N2. Para isso é necessário e suficiente
que sejam satisfeitas as seguintes igualdades

εΨ+ +

(
ε
[
(α−)

−1
t
]κ1−κ2

2
γ + P (t)

)
UΨ− = rj

Ψ+ −
[
(α−)

−1
t
]κ1−κ2

2
γUΨ− = −

[
(α−)

−1
t
]κ1

Urj

(1.57)

onde Ψ± = P±ψ.
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Calculando o determinante, ∆ (t), do sistema (1.57), e como det X (t) 6= 0, ob-
temos

∆ (t) = −2ε
[(

α−
)−1

t
]κ1−κ2

2
γ − P (t) =

[(
α−

)−1
t
]−κ2

det X (t) 6= 0 . (1.58)

Em seguida, somando a primeira equação de (1.57) à segunda multiplicada por −ε,
obtemos a equação

−∆ (t) UΨ− = rj + ε
[(

α−
)−1

t
]κ1

Urj . (1.59)

De (1.58) e (1.56), verifica-se que

∆ (α (t)) =
[(

α−
)−1

t
]κ2−κ1

∆ (t) . (1.60)

A partir das equações (1.59) e (1.60) é posśıvel obter a equação

UΨ− = ε
[(

α−
)−1

t
]κ2

Ψ− . (1.61)

Uma vez que κ1 ≥ κ2 e κ1 > 0, temos que considerar separadamente os casos
κ2 ≤ 0 e κ2 > 0. Comecemos pelo caso κ2 ≤ 0. Com esta hipótese os membros
esquerdo e direito da equação (1.61) pertencem aos subespaços L+

p (>>) e L−p (>>),
respectivamente, e de (1.61) decorre que UΨ− = 0. Assim, de (1.59), obtemos

[
I + ε

[(
α−

)−1
t
]κ1

U
]
rj = 0 . (1.62)

Uma vez que a equação (1.62) tem o mesmo número de soluções que o sistema (1.57),
resta-nos contar o número de soluções linearmente independentes desta equação e
encontrá-las. Para isso começamos por introduzir o operador

P =
1

2

(
I + ε

[(
α−

)−1
t
]κ1

U
)

,

que é uma projecção definida no espaço dos polinómios na variável t̂ = (α−)
−1

t com
grau não superior a κ1 − 1. Considerando a projecção complementar a P , dada por
Q = I−P , temos que ker P = imQ. Assim, o problema de caracterização do núcleo
de P reduz-se ao estudo do subespaço imQ. A representação matricial do operador
Q, quando consideramos a base

χκ =
[(

α−
)−1

t
]κ

, κ = 0, 1, . . . , κ1 − 1 ,

conduz-nos, quer no caso κ1 par, quer no caso κ1 ı́mpar, a matrizes simétricas e
idempotentes. Deste modo, para calcular dim imQ, basta ter em conta que tais
matrizes tem a caracteristica igual ao traço.e obtemos

dim ker P = dim imQ =

{
κ1−ε

2
se κ1 é ı́mpar

κ1

2
se κ1 é par

.

Relativamente à construcção de uma base para ker P , é posśıvel observar direc-
tamente que as soluções do sistema (1.57) têm a forma

Ψ
(j)
+ = εrj , Ψ

(j)
− ≡ 0 , (1.63)
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com rj =
[
(α−)

−1
t
]j

− ε
[
(α−)

−1
t
]κ1−j−1

, j = 0, 1, . . . , dim ker P − 1.

Seja agora κ2 > 0. Também neste caso as funções (1.63) são soluções do sistema
(1.57) mas, nesta situação, a equação (1.61) é um problema de limite de Riemann
homogéneo, que pode ser reescrito na forma

1

2

(
I − ε

[(
α−

)−1
t
]κ1

U
)

Ψ− = 0

Assim, o mesmo raciocinio que utilizamos para contar o número e encontrar as
soluções linearmente independentes da equação (1.62), permite-nos concluir que o
problema de limite (1.61) tem 1

2
(κ2 + ε) soluções independentes se κ2 é ı́mpar, e κ2

2

soluções independentes se κ2 é par. Obtemos ainda que estas soluções têm a forma

UΨ
(j)
− =

[(
α−

)−1
t
]j

+ ε
[(

α−
)−1

t
]κ2−j−1

,

com j = 0, 1, . . . , κ2+ε
2
− 1 se κ2 é ı́mpar, e j = 0, 1, . . . , κ2

2
− 1 se κ2 é par.

Assim, se κ1 > 0 e κ2 > 0, então o número de soluções linearmente independentes
da equação (1.43) (com α = α−) é dado por

{
κ1−ε

2
+ κ2+ε

2
= κ1+κ2

2
se κ1 e κ2 são números ı́mpares

κ1

2
+ κ2

2
= κ1+κ2

2
se κ1 e κ2 são números pares

.

Não é posśıvel que um dos ı́ndices parciais seja par e o outro seja ı́mpar pois,
como já foi referido, κ1 e κ2 têm que ser ambos pares ou ambos ı́mpares porque
κ1 + κ2 = 2indT , logo é sempre par.

Resumimos os factos provados no seguinte

Teorema 1.31 Supunhamos que o operador

T = (aI + bU) P+ + (cI + dU) P−

é Noetheriano. Seja
M = P+ + CP− , C = A−1B

o operador correspondente, e assumamos que C = A−1B admite a factorização (1.45)

C = C+ΛC−

com ı́ndices parciais κ1 e κ2 (κ1 ≥ κ2). Sendo

H+ = Λ+C− (α) eC+ =

(
ε Pκ1−κ2 (t)
0 −ε

)
, ε ∈ {−1, 1}

com Pκ1−κ2 (t) um polinómio de grau não superior a κ1 − κ2.
Então

(i) se κ1 ≤ 0 e κ2 ≤ 0, ker T = {0} ;

(ii) se κ1 > 0 e κ2 ≤ 0,

dim ker T =

{
κ1

2
se κ1 é par

κ1−ε
2

se κ1 é ı́mpar
;

(iii) se κ1 > 0 e κ2 > 0, dim ker T = indT = κ1+κ2

2
.
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1.3.3 Factorização efectiva nos casos de matrizes diagonais
e triangulares

Nesta subsecção começamos por apresentar um caso especial de um operador integral
singular com um deslocamento linear fraccionário de Carleman inverso (α = α−)
que nos permite obter uma factorização expĺıcita da matriz C correspondente. Mais
concretamente, voltamos a considerar o operador T (ver(1.43)) mas, impomos aos
coeficientes as seguintes restricções

a (t) a (α (t)) = b (t) b (α (t)) e c (t) c (α (t)) = d (t) d (α (t)) . (1.64)

Estas restricções conduzem-nos a uma matriz C = A−1B diagonal, que admite uma
factorização na forma expĺıcita que permite que os números κ1, κ2 e ε sejam cal-
culados. Assim, neste caso, é posśıvel obter a teoria de resolubilidade completa
para o operador T . Este caso especial foi considerado por Kovaliova (Drekova) e
Kravchenko em [15] (ver também [26], Sec. 21.3).

Consideremos o operador (1.43) no espaço Hµ (>>), com as condições adicionais
(1.64) impostas aos coeficientes. Considerando as funções V e ∆ definidas na Sub-
secção 1.3.1 por:

∆ (t) = a (t) c (α (t))− d (t) b (α (t)) e V (t) = c (α (t)) b (t)− a (α (t)) d (t) ,

das igualdades (1.64) resulta que

V (t) = b (t) a−1 (t) ∆ (t) , −V (α (t)) = c (t) d−1 (t) ∆ (t) (1.65)

Nestas condições temos que a matriz C = A−1B é dada por

C = ∆−1 (t)

(
0 V (t)

−V (α (t)) 0

)
=

(
0 b(t)

a(t)
c(t)
d(t)

0

)
,

onde a última igualdade decorre das fórmulas (1.65).
Seja k = Ind>>V (t) e V (t) = f+tkf−, com (f+)

±1 ∈ H+
µ (>>) e (f−)

±1 ∈ H−
µ (>>),

uma factorização da função V (t) no espaço de Hölder Hµ (>>). Analogamente, seja

∆ (t) = g+t−κg−
(
(g+)

±1 ∈ H+
µ (>>) , (g−)

±1 ∈ H−
µ (>>)

)
uma factorização da função

∆ (t) no mesmo espaço, onde κ = indT . Assim, temos as seguintes factorizações

b

a
=

f+

g+
tκ+k f−

g−
,

c

d
= −f− (α)

g+

(
α+

)k
tκ−k

(
α−

)k f+ (α)

g−
. (1.66)

Então a matriz C pode ser factorizada da seguinte forma

C =

(
0 b(t)

a(t)
c(t)
d(t)

0

)
=

(
f+

g+ 0

0 −f−(α)
g+ (α+)

k

)(
tκ+k 0
0 tκ−k

) (
0 f−

g−
f+(α)

g− (α−)
k

0

)
.

(1.67)
Temos, assim, que os ı́ndices parciais da matriz C são κ1 = κ+k e κ2 = κ−k. Usamos
agora os resultados da subsecção anterior para obter a teoria de resolubilidade do
operador T .

Se κ + k ≤ 0 e κ− k ≤ 0, então ker T = {0}.
Se κ + k > 0 e κ− k > 0, então dim ker T = κ+k+κ−k

2
= κ = indT .

Resta-nos considerar os dois casos seguintes:
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(i) κ + k ≥ κ− k , κ + k > 0 , κ− k ≤ 0

(ii) κ− k ≥ κ + k , κ + k ≤ 0 , κ− k > 0.

No caso (i) a factorização (1.67) da matriz C é uma factorização com os ı́ndices
parciais crescentes. Se κ1 = κ + k é um número par, então pelo Teorema 1.31 e da
primeira factorização em (1.66) obtemos

dim ker T =
κ1

2
=

1

2
Ind>>

b (t)

a (t)
.

Se κ1 = κ + k é um número ı́mpar, do Teorema 1.31 decorre que

dim ker T =
κ1 − ε

2
=

κ + k − ε

2
.

Calculando a matriz H+ = Λ+C− (α) eC+, obtemos

H+ =

(
(α+)

κ+k f+f−(α)
g+g−(α)

0

0 − (α+)
κ+k f+f−(α)

g+g−(α)

)
.

Para calcular o número ε temos de considerar a matriz H+ (τ), onde τ é o ponto
fixo do deslocamento α (α (τ) = τ) no qual α+ (τ) = τ . Deste modo, obtemos

ε =
(
α+ (τ)

)κ+k f+ (τ) f− (α (τ))

g+ (τ) g− (α (τ))
=

f+ (τ) τκ+kf− (τ)

g+ (τ) g− (τ)
=

b (τ)

a (τ)
.

Consideremos agora o caso (ii). Analogamente ao caso (i), de acordo com o
Teorema 1.31 e usando a segunda factorização em (1.66), obtemos que se κ − k é
um número par, então

dim ker T =
κ− k

2
=

1

2
Ind>>

c (t)

d (t)
.

Por outro lado, se κ− k é um número ı́mpar, então

dim ker T =
κ− k − ε

2
.

Passemos agora ao cálculo do número ε. Como, neste caso, κ−k ≥ κ+k, começamos
por obter uma factorização da matriz C com os ı́ndices parciais crescentes. Para isso,
basta notar que, da fórmla (1.67), obtemos

C =

(
f+

g+ 0

0 −f−(α)
g+ (α+)

k

)
ee

(
tκ+k 0
0 tκ−k

)
ee

(
0 f−

g−
f+(α)

g− (α−)
k

0

)

=

(
0 f+

g+

−f−(α)
g+ (α+)

k
0

)(
tκ−k 0
0 tκ+k

) (
f+(α)

g− (α−)
k

0

0 f−
g−

)
.

Desta factorização obtemos

H+ =

(
− (α+)

κ+k f+f−(α)
g+g−(α)

0

0 (α+)
κ+k f+f−(α)

g+g−(α)

)
.
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Calculando H+ no ponto fixo, τ , de α tal que α+ (τ) = τ , obtemos

ε = − b (τ)

a (τ)
.

Continuando a considerar o operador T (ver(1.43)) com um deslocamento linear
fraccionário de Carleman (α = α−), passamos agora a estudar o caso em que é
satisfeita apenas a primeira das condições (1.64). A matriz C que é obtida nestas
condições é uma matriz triângular cujos ı́ndices parciais podem ser obtidos por
redução do problema de limite matricial a um sistema de dois problemas de limite
de Riemann escalares.

Sejam ∆1 e ∆2 as funções introduzidas no Teorema 1.20:

∆1 (t) = c (t) c (α (t))− d (t) d (α (t)) e ∆2 (t) = a (t) a (α (t))− b (t) b (α (t)) .

Consideremos agora o operador (1.43) no espaço Hµ (>>), com a condição ∆2 (t) ≡ 0.
Neste caso a matriz C = A−1B tem a forma

C =
1

∆ (t)

(
∆1 (t) V (t)
−V (α) 0

)
.

Em vez da matriz C, podemos estudar a matriz

Ĉ = ∆eCe =

(
0 −V (α)

V (t) ∆1 (t)

)
.

Seja V (t) = f+ (t) tkf− (t) uma factorização da função V . Então −V (α) =

f+
1 (t) t−kf−1 (t), com f+

1 = −f− (α) (α+)
k

e f−1 = (α−)
k
f+ (α). Obtendo-se

Ĉ =

(
0 f+

1 (t) t−kf−1 (t)
f+ (t) tkf− (t) ∆1 (t)

)
.

Uma vez que esta é uma matriz triângular, os ı́ndices parciais do problema de limite
de Riemann {

Φ∗+
1 (t) = 0 Φ∗−

1 (t)− V (α) Φ∗−
2 (t)

Φ∗+
2 (t) = V (t) Φ∗−

1 (t) + ∆1 (t) Φ∗−
2 (t)

(1.68)

podem ser encontrados resolvendo sucessivamente o primeiro e o segundo problemas
de limite de Riemann em (1.68) para as funções seccionalmente anaĺıticas que se

anulam no infinito
{

Φ∗+
1 (z) , Φ∗−

2 (z)
}

e
{

Φ∗+
2 (z) , Φ∗−

1 (z)
}

, respectivamente.

Seja k = Ind>>V ≥ 0. Então o problema de limite de Riemann Φ∗+
1 (t) =

−V (α) Φ∗−
2 (t) não tem soluções não triviais. Assim Φ∗+

1 (z) ≡ 0 e Φ∗−
2 (z) ≡ 0.

Por outro lado, o problema de Riemann Φ∗+
2 (t) = V (t) Φ∗−

1 (t) tem k ≥ 0 soluções
linearmente independentes :

Φ∗+
2 (z) = f+Pk−1 (z) , Φ∗−

1 (z) = z−k
(
f−

)−1
Pk−1 (z) ,

onde Pk−1 (z) é um polinómio de grau k− 1 com coeficientes complexos arbitrários.

Assim, para o caso k ≥ 0, o problema homogéneo de Riemann com a matriz Ĉ tem k
soluções linearmente independentes. Como o ı́ndice total κ∗ = 1

2π
{arg V V (α)} = 0,
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o problema correspondente não homogéneo é solúvel se forem satisfeitas k condições
de resolubilidade. Obtendo-se que os ı́ndices parciais da matriz Ĉ são dados por
κ∗1 = k e κ∗2 = −k.

Consideremos agora o caso k = Ind>>V < 0. Nesta situação obtemos o problema
de Riemann Φ∗+

1 (t) = −V (α) Φ∗−
2 (t) com o coeficiente −V (α) = f+

1 (t) t−kf−1 (t).
As funções canónicas deste problema têm a forma

χ∗
+

1 (z) = f+
1 = −f− (α)

(
α+

)k
, χ∗

−
2 (z) = zk

(
f−1

)−1
= zk

(
α−

)−k [
f+ (α)

]−1
.

A solução geral do primeiro problema de Riemann em (1.68) é dada pelas fórmulas:

Φ∗+
1 (z) = −f− (α)

(
α+

)k
P−k−1 (z) , Φ∗−

2 (z) = zk
(
α−

)−k [
f+ (α)

]−1
P−k−1 (z) .

(1.69)
Substituindo agora a factorização de V (t) e Φ∗−

2 (t) na segunda linha de (1.68),
obtemos

Φ∗+
2 (t) = G (t) Φ∗−

1 (t) + g (t) ,

com G (t) = f+ (t) tkf− (t), g (t) = ∆1 (t) tk (α−)
−k

[f+ (α)]
−1

P−k−1 (t). Sendo as
funções canónicas do problema (1.69) dadas por

χ∗
+

2 (z) = f+ (z) e χ∗
−

1 (z) = z−k
[
f− (z)

]−1
.

Como k < 0, para a resolubilidade do problema (1.69) são necessárias e suficientes
−k condições de resolubilidade

∫

>>

g (t)

χ∗+2 (t)
tsdt = 0 , s = 0, 1, . . . ,−k − 1 . (1.70)

Substituindo em (1.70) g (t) e χ∗
+

2 (t) e tendo em conta que t = eiϕ, dt = itdϕ
chegamos ao sistema de −k equações lineares algébricas com −k incógnitas cj (que
são os coeficientes do polinómio P−k−1 (t))

−k−1∑
j=0

cji

∫ π

−π

∆1 (t) (α−)
−k

[f+ (α)]
−1

f+ (t)
tj

(
t
)−k−s−1

dϕ = 0 , s = 0, 1, . . . ,−k − 1 .

(1.71)
Se ∆1 (t) 6= 0 então o determinante do sistema (1.71) não é zero pois é um determi-
nante de Gram do sistema de funções linearmente independentes {tr}r=0,±1,...,±(−k−1)

com o peso
∆1(t)(α−)

−k
[f+(α)]

−1

f+(t)
6= 0 sobre >>. Assim, para o sistema não homogéneo

correspondente, as constantes cj definem-se univocamente.
Conclúımos que, se k < 0, então o problema (1.68) têm −k soluções linearmente

independentes sendo satisfeitas −k condições de resolubilidade, ou seja, κ∗1 = −k e
κ∗2 = k.

Nesta secção consideramos apenas o caso de um deslocamento linear fraccionário
de Carleman inverso nos casos em que a matriz C obtida é diagonal ou triangular.
Contudo, os resultados obtidos coincidem com os resultados existentes para o caso de
um deslocamento inverso de Carleman qualquer (ver [26], Cap. 5). Esta constatação
sugere-nos a seguinte questão: serão os resultados obtidos na Secção 1.3.2 válidos
para qualquer deslocamento de Carleman?
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1.4 Factorização de matrizes de Hermite

Nesta secção procuramos expôr alguns resultados de Litvinchuk e Spitkovsky [27],
[28], que permitem o cálculo dos ı́ndices parciais de uma função matricial hermiteana
com determinante negativo.

Começamos por introduzir alguns conceitos essenciais. Consideramos o operador
de Hankel

H (G) = P−GP+ .

A função G chama-se śımbolo do operador de Hankel.
Juntamente com este operador, consideramos também o operador

(H (G) H (G)∗)
1
2 = |H (G)| ,

onde H (G)∗ é o operador conjugado de H (G).
Seja s∞ (G) o fim direito do espectro de condensação (i.e., o conjunto dos pontos

do espectro, dos pontos de limite do espectro e dos valores próprios de multiplicidade
infinita) do operador |H (G)|. Seja s0 (G) ≥ s1 (G) ≥ . . ., a sucessão dos valores
próprios do operador |H (G)|. Estes números chamam-se números-s do operador
inicial, H (G).

Se a sucessão s0 (G) ≥ s1 (G) ≥ . . . tiver um número finito de termos, q, então,
por definição, pomos sq (G) = sq+1 (G) = . . . = s∞ (G).

Consideremos, agora uma função matricial não-degenerada

G (t) =

(
a (t) b (t)

b (t) d (t)

)
, (1.72)

com a, d, b ∈ Hµ (>>), sendo a e d funções reais.
Como det G (t) 6= 0, a função ∆ (t) = det G (t) = ad − |b|2 preserva o seu sinal

sobre >>. Se ∆ (t) > 0, então, conforme foi mostrado em [35], os ı́ndices parciais
da matriz G (t) são iguais a zero. Consideremos o caso ∆ (t) < 0. Vamos assumir
também que, pelo menos um dos elementos da diagonal da função matricial G (t)
não se anula sobre >>. Seja, por exemplo, d (t) 6= 0, ∀t ∈ >>, então existem as
representações

∆ = − |∆+|2 e d2 = |d+|2 ,

com ∆±1
+ e d±1

+ pertencentes à classe A das funções anaĺıticas em |z| < 1 e cont́ınuas
em |z| ≤ 1 (ver, por exemplo, [7]). Agora introduzimos o operador de Hankel

H (ω) = P−ωP+ ,

com o śımbolo ω = b
d

d+

∆+
.

Teorema 1.32 Os ı́ndices parciais da função matricial (1.72), com ∆ < 0 são
iguais a l e −l, onde l (≥ 0) é a multiplicidade do 1 como número− s do operador
H (ω).

Em particular, os ı́ndices parciais da matriz (1.72) são iguais a zero se e só se o
operador I −H (ω)∗ H (ω) é invert́ıvel.

O teorema seguinte dá-nos outro método para o cálculo dos ı́ndices parciais da
função matricial G.
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Teorema 1.33 Seja m o menor número de coincidências (contando com as multi-
plicidades) em |z| < 1 das funções racionais r1 e r2, que não tem pólos comuns em
|z| < 1 e satisfazem sobre >> as desigualdades

|b (t)− d (t) r1 (t)| <
√
−∆ (t) < |b (t)− d (t) r2 (t)| .

Então os ı́ndices parciais da matriz (1.72) são iguais a ±m.

Os Teoremas 1.32 e 1.33 foram obtidos por Litvinchuk e Spitkovsky. Uma apre-
sentação mais pormenorizada do material aqui considerado pode encontrar-se em
[27] e [28] (ver também [26]).

1.5 Teoria de Noether de equações integrais sin-

gulares com um deslocamento não Carlemane-

ano

Esta secção será essencialmente dedicada à construcção da teoria de Noether de
operadores integrais singulares com um deslocamento não Carlemaneano, no entanto
consideraremos também aqui o caso de um deslocamento directo de Carleman com
pontos periódicos de multiplicidade k ≥ 2. Este estudo será feito para operadores
actuando na classe Lp (Γ), 1 < p < ∞, para qualquer curva fechada de Lyapunov Γ.
Uma exposição mais detalhada, bem como as provas dos teoremas que aqui serão
apresentados, podem ser encontradas em [17].

Tendo em conta a Definição 1.4 e as observações feitas após a mesma, denotamos
porM (α, k) o conjunto dos pontos periódicos do deslocamento α com multiplicidade
k. Usando esta notação podemos fazer a classificação dos deslocamentos sobre uma
curva Γ nas seguintes classes:

• Classe M+
1 - deslocamentos que preservam a orientação, tais que, para algum

k ≥ 2, M (α, k) = Γ (deslocamentos de Carleman).

• ClasseM+
2 - deslocamentos que preservam a orientação cujos pontos periódicos

não coincidem com toda a curva Γ.

• Classe M+
3 - deslocamentos que preservam a orientação e não têm pontos

periódicos (deslocamentos ergódicos).

• Classe M−
1 - deslocamentos que mudam a orientação, tais que α2 (t) ≡ t

(deslocamentos de Carleman).

• Classe M−
2 - deslocamentos que mudam a orientação, tais que α2 ∈M+

2 , com
M (α2, 1) 6= ∅.

Passamos agora ao estudo da teoria de Noether de operadores integrais singulares
com deslocamento, da forma

T (A, B) = AP+ + BP− : Lp (Γ) → Lp (Γ) ,
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onde A = aI + bU e B = cI + dU são operadores funcionais, sendo U o operador

introduzido na Secção 1.1 por (Uϕ) (t) = |α′ (t)| 1p ϕ (α (t)), e a, b, c, d ∈ C (Γ).
Começamos por considerar o caso em que o deslocamento α preserva a orientação.
Antes de mais, referimos que a Noetheridade do operador T (A,B) é equivalente à

invertibilidade cont́ınua dos operadores funcionais A e B. Por sua vez, uma condição
necessária e suficiente para a invertibilidade do operador funcional A = aI + bU é
inf |να (a, b)| > 0, sendo a função να (x, y), para x, y ∈ C (Γ), definida como se segue.

Se α é um deslocamento de Carleman que preserva a orientação tal que, para
algum k ≥ 2, M (α, k) = Γ,

να (x, y) =
k−1∏
i=0

x (αi (t)) + (−1)k−1
k−1∏
i=0

b (αi (t)) . (1.73)

Se α é um deslocamento da classe M+
2 , que tem um número finito l de pontos

fixos τ1, τ2, . . . , τl, i.e., M (α, 1) é um conjunto finito,

να (x, y) =





x (t) , se |x (τi)| > |y (τj)|, para qualquer j ∈ {1, . . . , l}
y (t) , se |x (τi)| < |y (τj)|, para qualquer j ∈ {1, . . . , l}
0 , nos restantes casos

. (1.74)

Se α é um deslocamento com um conjunto finito de pontos periódicos, {τi}j=1,...,l,

com multiplicidade k > 1, i.e., α é um deslocamento da classe M+
2 e existe um k > 1

tal que M (α, k) é finito e não vazio,

να (x, y) =





k−1∏
i=0

x (αi (t)) , se
k−1∏
i=0

|x (αi (τj))| >
k−1∏
i=0

|y (αi (τj))|,
para qualquer j ∈ {1, . . . , l}

(−1)k−1
k−1∏
i=0

y (αi (t)) , se
k−1∏
i=0

|x (αi (τj))| <
k−1∏
i=0

|y (αi (τj))|,
para qualquer j ∈ {1, . . . , l}

0 , nos restantes casos

.

(1.75)
Consideremos agora uma generalização dos três casos anteriores. Mais concreta-

mente, introduzimos a definição da função να no caso em que α é um deslocamento
ao qual impomos apenas que tenha um conjunto não vazio de pontos periódicos,
i.e., para algum k ≥ 1, M (α, k) 6= ∅. Neste caso, antes de passarmos à definição
da função να, começamos por introduzir alguns conjuntos. Assim, designamos por
supp (τ − αk (τ)) o fecho do conjunto dos pontos não periódicos (para os quais

αk (τ) 6= τ). Sejam u, x, y ∈ C (Γ), u± (t) = lim
n→±∞

k−1∏
i=0

|u (αn+i (t))|, e

Γ1 (x, y) = Γ \ supp (τ − αk (τ)) ,

Γ2 (x, y) = {t ∈ supp (τ − αk (τ)) : x± (t) > y± (t)} ,

Γ3 (x, y) = {t ∈ supp (τ − αk (τ)) : x± (t) < y± (t)} ,

Γ4 (x, y) = Γ \
3⋃

j=1

Γj (x, y) ,
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onde é usado o mesmo sinal (+ ou −) em ambas as desigualdades. Quanto à função
να, neste caso toma a forma

να (x, y) =





k−1∏
i=0

x (αi (t)) + (−1)k−1
k−1∏
i=0

y (αi (t)) , t ∈ Γ1 (x, y),

k−1∏
i=0

x (αi (t)) , t ∈ Γ2 (x, y),

(−1)k−1
k−1∏
i=0

y (αi (t)) , t ∈ Γ3 (x, y),

0 , t ∈ Γ4 (x, y)

(1.76)

As condições de Noether e as fórmulas para o ı́ndice do operador T (A,B) , com
um deslocamento de um dos tipos referidos, são expressas pelos seguintes teoremas.

Teorema 1.34 O operador

T (A, B) = (aI + bU) P+ + (cI + dU) P− : Lp (Γ) → Lp (Γ) ,

com a, b, c, d ∈ C (Γ), (Uϕ) (t) = |α′ (t)| 1p ϕ (α (t)), e para algum k ≥ 2, Uk = I, é
Noetheriano se e só se

inf
Γ
|να (a, b)| > 0 e inf

Γ
|να (c, d)| > 0,

onde να é a função definida pela fórmula (1.73).
O ı́ndice do operador Noetheriano T (A,B) é determinado pela fórmula

indT (A,B) =
1

2πk

{
arg

να (c, d)

να (a, b)

}

Γ

.

Quando α é um deslocamento directo com um número finito de pontos fixos
{τi}j=1,...,l, a teoria de Noether do operador T (A,B) é a seguinte,

Teorema 1.35 O operador

T (A, B) = (aI + bU) P+ + (cI + dU) P− : Lp (Γ) → Lp (Γ) ,

é Noetheriano se e só se

inf
Γ
|να (a, b)| > 0 e inf

Γ
|να (c, d)| > 0, (1.77)

onde να é a função definida pela fórmula (1.74), e, neste caso, a fórmula do ı́ndice
do operador T (A,B) é

indT (A,B) =
1

2π

{
arg

να (c, d)

να (a, b)

}

Γ

.

Observação 1.36 A condição de Noether (1.77) pode ser reescrita na seguinte
forma. O operador T (A,B) é Noetheriano se e só se forem satisfeitas simulta-
neamente uma das condições (1)− (2) e uma das condições (3)− (4) abaixo:
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(1) a 6= 0 sobre Γ e |a (τj)| > |b (τj)| para qualquer j ∈ {1, . . . , l} ,

(2) b 6= 0 sobre Γ e |a (τj)| < |b (τj)| para qualquer j ∈ {1, . . . , l} ,

(3) c 6= 0 sobre Γ e |c (τj)| > |d (τj)| para qualquer j ∈ {1, . . . , l} ,

(4) d 6= 0 sobre Γ e |c (τj)| < |d (τj)| para qualquer j ∈ {1, . . . , l} .

Nos casos em que α é um deslocamento directo com um conjunto finito de pontos
periódicos, {τi}j=1,...,l, com multiplicidade k > 1, ou um deslocamento directo com
um conjunto não vazio arbitrário de pontos periódicos com multiplicidade k ≥ 1,
considerando να a função definida pelas fórmulas (1.75) e (1.76), respectivamente, a
teoria de Noether do operador T (A,B) tem sempre a estrutura indicada no seguinte
teorema.

Teorema 1.37 O operador

T (A, B) = (aI + bU) P+ + (cI + dU) P− : Lp (Γ) → Lp (Γ) ,

com a, b, c, d ∈ C (Γ), (Uϕ) (t) = |α′ (t)| 1p ϕ (α (t)), é Noetheriano se e só se

inf
Γ
|να (a, b) να (c, d)| > 0. (1.78)

Sendo satisfeita a condição (1.78), o ı́ndice do operador T (A,B) é dado por

indT (A,B) =
1

k
IndΓ

να (c, d)

να (a, b)
.

Continuando a considerar um deslocamento que preserva a orientação, resta-nos
estudar o caso em que α não tem pontos periódicos.

Assim, seja α um deslocamento ergódico (da classe M+
3 ), Γ = >>, e consideremos

o operador funcional A = aI + bW (a, b ∈ C (>>)) com o deslocamento α (t) = eiθt
onde θ

2π
é um número irracional. Para x, y ∈ C (>>) definimos a seguinte função

µ (x, y) =

{
x (t) , se exp 1

2π

∫
>> ln |x (t)| |dt| > exp 1

2π

∫
>> ln |y (t)| |dt|

y (t) , se exp 1
2π

∫
>> ln |x (t)| |dt| < exp 1

2π

∫
>> ln |y (t)| |dt| , (1.79)

convencionando que exp (−∞) = 0. Então o operador funcional A é invert́ıvel se e
só se inf

t∈>>
|µ (a, b)| > 0.

O teorema seguinte dá-nos as condições de Noether e uma fórmula para o ı́ndice
do operador T (A,B) no presente caso.

Teorema 1.38 O operador

T (A,B) = AP+ + BP−,

com A = aI + bW e B = cI + dW , a, b, c, d ∈ C (Γ), (Wϕ) (t) = ϕ (α (t)), e onde
o deslocamento α é um deslocamento ergódico (sem pontos periódicos) definido por
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α (t) = eiθt onde θ
2π

é um número irracional, é Noetheriano no espaço Lp (>>) , 1 <
p < ∞, se e só se

inf
>>
|µ (a, b) µ (c, d)| > 0,

onde µ é a função definida em (1.79). O ı́ndice do operador Noetheriano T (A,B)
é determinado pela fórmula

indT (A,B) =
1

2π

{
arg

µ (c, d)

µ (a, b)

}

>>
.

Passamos agora ao estudo da teoria de Noether do operador T (A,B) quando
o deslocamento α muda a orientação. A teoria de Noether de um operador inte-
gral singulares com um deslocamento inverso de Carleman já foi considerada na
Subsecção 1.3.1, estudamos agora o caso de um deslocamento inverso da classe M−

2 .
Assim, passamos a considerar um deslocamento α que muda a orientação, tal que

α2 é um deslocamento directo com um conjunto não vazio arbitrário de pontos fixos,
que não coincide com toda a curva Γ. Neste caso a teoria de Noether do operador
T (A,B) é dada pelo teorema seguinte.

Teorema 1.39 Sejam a, b, c, d ∈ C (Γ), (Uϕ) (t) = |α′ (t)| 1p ϕ (α (t)) e α um deslo-
camento que muda a orientação sobre a curva Γ. O operador

T (A, B) = (aI + bU) P+ + (cI + dU) P− : Lp (Γ) → Lp (Γ) ,

é Noetheriano se e só se

inf
Γ
|να2 (a (t) c (α (t)) , b (α (t)) d (t)) να2 (a (α (t)) c (t) , b (t) d (α (t)))| > 0,

onde a função να2 é definida pela fórmula (1.76). O ı́ndice do operador Noetheriano
T (A,B) é determinado pela fórmula

indT (A,B) =
1

2
{IndΓνα2 (a (α (t)) c (t) , b (t) d (α (t)))

−IndΓνα2 (a (t) c (α (t)) , b (α (t)) d (t))} .



Caṕıtulo 2

Problemas de limite de Hilbert e
Haseman

Este caṕıtulo será dedicado ao estudo de dois problemas de limite binomiais. Mais
concretamente será apresentada a solução de dois problemas que consistem em en-
contrar uma função anaĺıtica que satisfaz uma condição que envolve dois valores
limite.

Começamos por considerar, na Secção 2.1, o problema de limite de Hilbert, onde
procuramos uma função anaĺıtica num domı́nio simplesmente conexo que satisfaz
uma dada condição de limite envolvendo as suas partes real e imaginária. O método
que vamos utilizar para resolvê-lo consiste em estender a função incógnita, anaĺıtica
em D+, a uma função seccionalmente anaĺıtica, reduzindo depois o problema inicial
a um problema de Riemann equivalente para o qual a teoria de resolubilidade foi
apresentada na Subsecção 1.2.2. Em seguida observamos que este problema pode
ser visto como um caso particular do problema de limite do tipo de Carleman.

Passamos depois, na Secção 2.2, ao estudo do problema de Haseman, que pode
ver-se como uma generalização do problema do tipo de Carleman referido, e consiste
em encontrar uma função Φ, seccionalmente anaĺıtica, cujos valores limite Φ+ (α (t))
e Φ− (t), onde α é um deslocamento directo (não necessariamente Carlemaneano),
satisfazem uma certa relação. Apresentamos a teoria de resolubilidade completa
deste problema. Embora a solução não seja obtida na forma expĺıcita, esta pode
ser representada na forma de um integral do tipo de Cauchy cuja densidade é a
solução de uma equação canónica de Fredholm. O procedimento que utilizaremos
baseia-sa na combinação de dois métodos, nomeadamente, o método clássico de
equações integrais e o método de colagem conforme. Notamos que este segundo
método permitirá estabelecer uma relação directa entre um problema binomial com
deslocamento e o mais simples problema binomial - o problema de limite de Riemann.
Com efeito, usaremos o método de colagem conforme para reduzir o problema de
limite de Haseman sobre uma curva de Lyapunov simples fechada Γ a um problema
de limite de Riemann (sem deslocamento) sobre outra curva de Lyapunov simples
fechada L.
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2.1 Problema de limite de Hilbert

Nesta secção será considerado o problema de limite de Hilbert, o qual consiste em en-
contrar uma função anaĺıtica numa região e cujas partes real e imaginária satisfazem
uma dada relação.

Mais precisamente, o problema de limite de Hilbert enuncia-se da seguinte forma:
Seja Γ uma curva simples que limita uma região D+. Pretende-se encontrar uma
função Φ+ (z) = u + iv, anaĺıtica em D+ e cont́ınua em D+ ∪ Γ, que satisfaz a
condição de limite

Re
(
(a + ib) Φ+

) ≡ au− bv = c sobre Γ, (2.1)

onde a, b, c são funções reais e cont́ınuas definidas em Γ.
Este problema foi mencionado por Riemann na sua dissertação [34] e estudado,

mais tarde, por Hilbert [5], [6].
Consideraremos o caso em que Γ = >> e, para obter a solução deste problema,

utilizaremos o método descrito em [32] que consiste, essencialmente, em reduzi-lo a
um prolema de limite de Riemann, cuja solução e condições de resolubilidade foram
apresentadas na Subsecção 1.2.2.

Antes de mais observamos que, se

Φ1 (z) = u1 + iv1, Φ2 (z) = u2 + iv2, . . . , Φk (z) = uk + ivk ,

são soluções do problema homogéneo

au− bv = 0 sobre Γ, (2.2)

então qualquer combinação linear

Φ (z) = c1Φ1 (z) + c2Φ2 (z) + . . . + ckΦk (z) ,

com coeficientes reais c1, c2, . . . , ck, é ainda uma solução de (2.2). Assim, ao longo
desta secção, as combinações lineares serão sempre consideradas com coeficientes
reais. Consequentemente, as funções Φ1 (z) , Φ2 (z) , . . . , Φk (z) dir-se-ão linearmente
independentes se nenhuma das suas combinações lineares com coeficientes reais for
nula, excepto quando todos os coeficientes são zero.

Seja >> a circunferência unitária, D+ o seu interior e D− o exterior. A condição
de limite (2.1) pode escrever-se como

2Re
(
(a + ib) Φ+ (t)

)
= (a + ib) Φ+ (t) + (a− ib) Φ+ (t) = 2c sobre >>, (2.3)

onde a, b, c são funções reais e cont́ınuas definidas em >>. Assumimos ainda que estas
funções satisfazem a condição de Hölder e que

a2 + b2 6= 0 sobre >> . (2.4)

Consideremos agora a extensão da função Φ+ (z), definindo

Φ− (z) = Φ+

(
1

z

)
= Φ+

(
1

z

)
, para z ∈ D−. (2.5)
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Observamos que a função

Φ (z) =

{
Φ+ (z) se z ∈ D+

Φ− (z) se z ∈ D− , (2.6)

é uma função seccionalmente anaĺıtica, limitada no infinito e satisfaz a seguinte
propriedade

Φ

(
1

z

)
= Φ (z) , para |z| 6= 1. (2.7)

Com esta notação, a condição de limite (2.3), pode escrever-se na forma

(a + ib) Φ+ (t) + (a− ib) Φ− (t) = 2c . (2.8)

Obtendo-se, assim, um problema de limite de Riemann

Φ+ (t) = G (t) Φ− (t) + g (t) , (2.9)

com

G (t) = −a− ib

a + ib
, g (t) =

2c

a + ib
. (2.10)

Assim, para obter as soluções do problema (2.3), devemos procurar soluções do
problema de limite de Riemann correspondente (2.8), que sejam limitadas no infinito
e satisfaçam a condição (2.7).

No entanto, observamos que, se Φ (z) é uma solução do problema de Riemann
(2.8) limitada no infinito, podemos usar uma tal função para obter uma solução do
problema original (2.3). Com efeito, definindo a função

Φ∗ (z) =

{
Φ+
∗ (z) = Φ− (

1
z

)
se z ∈ D+

Φ−
∗ (z) = Φ+

(
1
z

)
se z ∈ D− = Φ

(
1

z

)
, (2.11)

e passando na equação (2.8) aos conjugados, obtemos

(a− ib) Φ−
∗ (t) + (a + ib) Φ+

∗ (t) = 2c ,

ou seja, se Φ (z) satisfaz (2.8) então Φ∗ (z) é também uma solução do problema de
Riemann (2.8), consequentemente

Ω (z) =
1

2
(Φ (z) + Φ∗ (z)) (2.12)

é uma solução do problema original (2.3). Reciprocamente, as soluções do problema
(2.8) podem obter-se desta forma. Com efeito, se Φ+ (z) é uma solução do problema
original, então a função extendida definida por (2.5)-(2.6) é uma solução do problema
de Riemann (2.8) e (por (2.7))

Φ (z) = Φ∗ (z) =
1

2
(Φ (z) + Φ∗ (z)) .

Obtemos, em seguida, a solução geral e as condições de resolubilidade do pro-
blema de limite de Hilbert.
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Começamos por considerar o problema de Hilbert homogéneo obtido de (2.3)
para c ≡ 0.

Seja κ o ı́ndice da função G (ver (2.10)), i.e.,

κ =
1

2π

{
arg

a− ib

a + ib

}

>>
=

1

π
{arg (a− ib)}>> .

Notamos, assim, que κ é um número par.
Seja χ (z) a função canónica do problema de Riemann (2.9). Esta função é dada

por

χ (z) = CeΓ+(z) para |z| < 1 ; χ (z) = Cz−κeΓ−(z) para |z| > 1 , (2.13)

onde C é uma constante não nula arbitrária e

Γ (z) =
1

2πi

∫

>>

ln (t−κG (τ))

t− z
dt =

1

2π

∫

>>

Θ (t)

t− z
dt , (2.14)

onde

Θ (t) = arg

[
−t−k a− ib

a + ib

]
(2.15)

é uma função real, cont́ınua em >>. Pode mostrar-se que

Γ∗ (z) = Γ

(
1

z

)
=

1

2π

∫

>>

Θ (t)

t− z
dt− iα = Γ (z)− iα ,

onde

α =
1

2πi

∫

>>

Θ (t)

t
dt =

1

2π

∫ 2π

0

Θ (t) dθ, com t = eiθ, (2.16)

é uma constante real. Destas expressões podemos concluir que

χ∗ (z) = χ

(
1

z

)
=

{
CzκeΓ∗(z) = Ce−iαzκeΓ(z) se z ∈ D+

CeΓ∗(z) = Ce−iαeΓ(z) se z ∈ D− ,

i.e., para z /∈ >>, χ∗ (z) = C
C
e−iαzκχ (z).

Escolhendo
C = e−

iα
2 , (2.17)

obtemos uma função canónica χ (z) com a propriedade

χ∗ (z) = zκχ (z) . (2.18)

Estudamos agora, separadamente, os dois casos posśıveis: κ ≥ 0 e κ ≤ −2. Para
κ ≥ 0 o problema de Riemann homogéneo obtido de (2.8) para c ≡ 0, tem soluções
não nulas limitadas no infinito todas dadas por

Φ (z) = P (z) χ (z) , (2.19)

onde P (z) = C0z
κ+C1z

κ−1+. . .+Cκ é um polinómio arbitrário de grau não superior
a κ.
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Para que (2.19) sejam também soluções do problema homogéneo de Hilbert ini-
cial, é necessário e suficiente que Φ∗ (z) = Φ (z) (ver (2.11)), i.e., que χ∗ (z) P∗ (z) =
χ (z) P (z), ou seja, usando P∗ (z) = P

(
1
z

)
e χ∗ (z) = zκχ (z), que

zκP

(
1

z

)
= C0 + C1z + . . . + Cκ =

= C0z
κ + C1z

κ−1 + . . . + Cκ = P (z) .

Assim, é necessário e suficiente que

Ck = Cκ−k, k = 0, 1, . . . , κ. (2.20)

Pondo
Ck = Ak + iBk, k = 0, 1, . . . ,

κ

2
,

onde Ak, Bk são números reais e Bκ
2

= 0, então

Cκ = Aκ−k + iBκ−k k =
κ

2
+ 1, . . . , κ.

Obtendo-se, desta forma, (κ + 1) constantes reais arbitrárias. Denotando estas
constantes, por qualquer ordem, por D0, D1, . . . , Dκ, temos que, para κ ≥ 0 a solução
geral do problema homogéneo de Hilbert tem a forma

Φ (z) = D0Φ0 (z) + D1Φ1 (z) + . . . + DκΦκ (z) ,

onde Φ0 (z) , Φ1 (z) , . . . , Φκ (z) são soluções particulares linearmente independentes
(no sentido indicado no ińıcio desta secção) do mesmo problema.

Para κ ≤ −2, o problema de Riemann homogéneo correspondente a (2.8) não
tem soluções não nulas e limitadas no infinito. Assim, não existem soluções não
nulas do problema de Hilbert homogéneo considerado.

Resumindo, temos os seguintes resultados relativos ao problema de Hilbert ho-
mogéneo:

1. Para κ ≥ 0, o problema de Hilbert homogéneo tem exactamente κ+1 soluções
linearmente independentes, sendo a solução geral dada por

Φ (z) = χ (z)
(
C0z

κ + C1z
κ−1 + . . . + Cκ

)
,

onde C0, C1, . . . , Cκ são constantes arbitrárias que satifazem (2.20), χ (z) é a
função canónica do problema de Riemann (2.8), que satisfaz (2.18). Note-se
que a função canónica χ (z) se define univocamente a menos de um factor
constante real, e é determinada por (2.13)− (2.15), (2.16), (2.17).

2. Para κ ≤ −2, o problema de Hilbert homogéneo não tem soluções não nulas.

Passamos agora ao estudo do problema não homogéneo (2.3). Para construir a
solução geral deste, é suficiente encontrar uma solução particular, visto que a solução
geral pode obter-se somando uma solução particular do problema não homogéneo
à solução geral do problema homogéneo. Por outro lado, para obter uma solução
particular do problema de Hilbert não homogéneo, basta encontrar uma solução
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particular do problema de Riemann não homogéneo(2.8), limitada no infinito, uma
vez que desta podemos obter uma solução particular do problema de Hilbert usando
(2.12). Reciprocamente, sabemos que, se o problema de Hilbert original tem uma
solução, então o problema de Rieman correspondente também tem uma solução,
limitada no infinito.

Assim, para resolver o problema não homogéneo, podemos usar os resultados
relativos ao problema de limite de Riemann apresentados na Subsecção 1.2.2, sujeitos
às alterações necessárias devido ao facto de agora não procurarmos soluções que se
anulam no infinito, exigindo-se apenas que estas sejam limitadas no infinito.

De acordo com os resultados mencionados, podemos concluir que:

1. Para κ ≥ 0, o problema de Hilbert não homogéneo tem sempre solução, sendo
a solução geral dada por uma combinação linear com (κ + 1) constantes reais
arbitrárias.

2. Para κ ≤ −2, este problema tem solução se e só se forem satisfeitas −κ − 1
condições de resolubilidade e, neste caso a solução é única.

Consideremos agora com mais atenção as condições de resolubilidade referidas no
ponto 2. Estas são essencialmente as condições correspondentes, para este problema,
às condições (1.14). Observamos que agora k deve tomar os valores 0, 1, . . . ,−κ− 2,
pois aqui apenas exigimos que a solução do problema de Riemann seja limitada
(mas não necessariamente nula) no infinito. Assim as condições de resolubilidade
para este problema tomam a forma

∫

>>

tkc (t)

[a (t) + ib (t)] χ+ (t)
dt = 0, k = 0, 1, . . . ,−κ− 2. (2.21)

Vamos agora transformar estas condições de forma a obtermos condições de resolu-
bilidade reais. Por (2.14), temos

Γ+ (t0) =
i

2
Θ (t0) +

1

2π

∫
Θ (t)

t− t0
dt,

ou, fazendo t = eiθ, t0 = eiθ0 ,

Γ+ (t0) =
i

2
Θ (t0) +

1

4π

∫ 2π

0

Θ (t) cot
θ − θ0

2
dθ +

i

4π

∫ 2π

0

Θ (t) dθ,

e assim, observando que o último termo é igual a iα
2

por (2.16), que χ (z) =

CeΓ+(z) para |z| < 1 e que

eiΘ(t0) = −tκ0
a (t0)− ib (t0)

a (t0) + ib (t0)
,

obtemos

χ+ (t0) = ±t
−κ

2
0

√
−a (t0)− ib (t0)

a (t0) + ib (t0)
exp

{
1

4π

∫ 2π

0

Θ (t) cot
θ − θ0

2
dθ

}
.
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Substituindo em (2.21) vem
∫ 2π

0

ei(κ
2
+k)θΩ (θ) c (θ) dθ = 0, k = 1, 2, . . . ,−κ− 1, (2.22)

onde

Ω (θ) =
1√

a2 (θ) + b2 (θ)
exp

{
− 1

4π

∫ 2π

0

Θ (θ1) cot
θ1 − θ

2
dθ1

}

e a (t) , b (t) , c (t) , Θ (t) são denotados por a (θ) , b (θ) , c (θ) , Θ (θ).
Estas condições são equivalentes às seguintes (−κ− 1) condições reais, escritas

na forma real
∫ 2π

0

Ω (θ) c (θ) cos kθdθ = 0
(
k = 0, 1, . . . ,−κ

2
− 1

)
,

(2.23)∫ 2π

0

Ω (θ) c (θ) sin kθdθ = 0
(
k = 1, . . . ,−κ

2
− 1

)
.

Acabamos assim de obter o seguinte teorema relativo à teoria de resolubilidade
do problema de Hilbert.

Teorema 2.1 O problema de limite de Hilbert homogéneo ((2.1) com c ≡ 0) tem
l = max (0, κ + 1) soluções linearmente independentes, onde κ = 1

π
{arg (a− ib)}>>.

O número de condições de resolubilidade linearmente independentes do problema de
Hilbert não homogéneo (2.1) é dado por ρ = max (0,−κ− 1).

Resta-nos escrever as fórmulas da solução, quando existe, do problema de Hilbert
não homogéneo inicial (2.3).

Se κ ≤ −2 e se as condições (2.21) forem satisfeitas, o problema de Riemann
(2.8) tem solução única dada por (conforme a fórmula (1.13))

Φ (z) =
χ (z)

πi

∫

>>

c

(a + ib) χ+ (t) (t− z)
dt. (2.24)

Da unicidade desta solução decorre que Φ (z) é também uma solução do problema
original (2.3). Assim, para κ ≤ −2, se forem satisfeitas as condições necessárias e
suficientes (2.22) ou as equivalentes (2.23), então o problema de Hilbert (2.3) tem
solução única dada por (2.24).

Para κ ≥ 0, a fórmula

Ψ (z) =
χ (z)

πi

∫

>>

c

(a + ib) χ+ (t) (t− z)
dt

dá-nos uma solução particular do problema (2.8). Podemos obter uma solução par-
ticular Φ (z) do problema original (2.3) fazendo, de acordo com (2.12),

Φ (z) =
1

2
(Ψ (z) + Ψ∗ (z)) . (2.25)

Procuramos agora uma expressão para a função Ψ∗ (z). Pode mostrar-se que,

se Ψ (z) = 1
2πi

∫
>>

ϕ(t)
t−z

dt, então Ψ∗ (z) = − 1
2πi

∫
>>

ϕ(t)
t−z

dt + 1
2πi

∫
>>

ϕ(t)
t

dt. Usando este
facto, as relações

χ∗ (z) = zκχ (z) , χ+ (t) = χ−∗ (t) = tκχ− (t) ,
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e recordando que, por definição da função canónica χ (z),

(a− ib) χ− (t) = − (a + ib) χ+ (t) ,

obtemos

Ψ∗ (z) = χ∗ (z)

{
− 1

πi

∫

>>

c

(a− ib) χ+ (t) (t− z)
dt +

1

πi

∫

>>

c

(a− ib) χ+ (t)t
dt

}

= zκχ (z)

{
1

πi

∫

>>

t−κc

(a + ib) χ+ (t) (t− z)
dt− 1

πi

∫

>>

t−κc

(a + ib) χ+ (t) t
dt

}
.

Substituindo esta expressão em (2.25), obtemos a fórmula que nos dá uma solução
particular do problema de Hilbert (2.3) para κ ≥ 0,

Φ (z) =
χ (z)

2πi

{∫

>>

c

(a + ib) χ+ (t) (t− z)
dt + zκ

∫

>>

t−κc

(a + ib) χ+ (t) (t− z)
dt

−zκ

∫

>>

t−κc

(a + ib) χ+ (t) t
dt

}
.

Observamos que, para κ = 0 esta fórmula pode ser um pouco simplificada:

Φ (z) =
χ (z)

πi

∫

>>

c

(a + ib) χ+ (t) (t− z)
dt− χ (z)

2πi

∫

>>

c

(a + ib) χ+ (t) t
dt.

As provas e pormenores omitidos na exposição que acabamos de apresentar po-
dem encontrar-se em [32].

Procuramos agora realçar e mostrar que o problema que acabamos de resolver
se trata de um caso particular de um problema mais geral, conhecido por problema
de limite do tipo de Carleman, que passamos a enunciar:
Encontre uma função Φ+ (z) anaĺıtica num domı́nio D+, limitado por uma curva
simples fechada de Lyapunov Γ, e que satisfaz a condição de Hölder em D+ ∪ Γ e a
seguinte condição de limite sobre Γ

Φ+ (α (t)) = G (t) Φ+ (t) + g (t) , (2.26)

onde α é um deslocamento directo de Carleman tal que α+ (α+ (t)) ≡ t e G, g, α′ ∈
Hµ (Γ), G (t) 6= 0, α′ (t) 6= 0, t ∈ Γ. Aos coeficientes G e g impomos ainda que
satisfaçam, sobre Γ, as condições adicionais

G (α (t)) G (t) = 1

G (α (t)) g (t) + g (α (t)) = 0
(2.27)

Este problema foi resolvido para qualquer domı́nio simplesmente conexo nos traba-
lhos de Khasabov, E. G. [9] e Khasabov, E. G., Litvinchuk, G. S. [11], [12].

Vejamos agora que, no caso em que Γ = >>, o problema de limite de Hilbert pode
considerar-se como um caso particular do problema de limite do tipo de Carleman.
Com efeito, uma vez que assumimos a condição (2.4), a condição de limite (2.3) do
problema de Hilbert pode reescrever-se na forma

Φ+ (t) = −(a− ib)

(a + ib)
Φ+ (t) +

2c

(a + ib)
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que coincide com a condição de limite (2.26) para α (t) ≡ t e

G (t) = −a− ib

a + ib
, g (t) =

2c

a + ib
.

Verifica-se imediatamente que os coeficientes G e g satisfazem sobre Γ as condições

|G (t)| = 1

G (t) g (t) + g (t) = 0

que são precisamente as condições (2.27) para α (t) ≡ t.
Por outro lado, continuando a considerar o caso em que Γ = >>, um racioćınio

análogo ao que foi utilizado para reduzir o problema de Hilbert (2.3) ao problema
de Riemann (2.8) permite-nos reescrever a condição de limite (2.26) na forma

Φ+ (α (t)) = G (t) Φ− (t) + g (t) ,

sendo esta a condição de limite correspondente ao problema de limite de Haseman
que será estudado na secção seguinte. No entanto, salientamos desde já que este
problema pode ser visto como uma generalização do problema do tipo de Carle-
man, uma vez que, como veremos, no enunciado do problema de Haseman não são
impostas aos coeficientes G e g as condições adicionais (2.27) e não se exige que o
deslocamento directo α seja Carlemaneano.

2.2 Problema de limite de Haseman

Esta secção será dedicada ao estudo do problema de limite de Haseman:
Seja Γ uma curva simples fechada de Lyapunov que divide o plano complexo esten-
dido C em duas componentes conexas D+ e D−. Encontre uma função seccional-
mente anaĺıtica em C que satisfaz sobre Γ a condição de limite

Φ+ (α (t)) = G (t) Φ− (t) + g (t) , (2.28)

com G, g ∈ Hµ (Γ) funções dadas tais que G (t) 6= 0, t ∈ Γ, e α é um deslocamento
directo sobre Γ que satisfaz α′ ∈ Hµ (Γ) e α′ 6= 0 sobre Γ.

Este problema foi introduzido por C. Haseman [4] tendo a sua solução sido ob-
tida por D. A. Kveselava [21][22] pelo método de equações integrais. Aqui expomos
a solução deste problema pelo processo apresentado em [26] que consiste na com-
binação do método de equações integrais com o método de colagem conforme.

Assim, este estudo será realizado em dois passos. Primeiro, usamos o método de
equações integrais para construir a solução do problema de Haseman não homogéneo
mais simples, o assim chamado problema do salto

Φ+ (α (t))− Φ− (t) = g (t) ,

depois passamos ao método de colagem conforme que consiste, essencialmente, em
reduzir o problema (2.28) sobre uma curva de Lyapunov simples fechada Γ a um
problema de limite de Riemann sobre outra curva de Lyapunov simples fechada
L. Esta redução obtem-se construindo transformações conformes especiais (funções
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colantes) ω+ : D+ → ∆+ e ω− : D− → ∆−, onde (D+, D−) e (∆+, ∆−) são as
componentes conexas nas quais as curvas Γ e L dividem o plano complexo estendido
C, respectivamente. O método de colagem conforme foi originalmente considerado
por B. Khvedelidze e G. Mandjavidze [14], no entanto aqui apresentaremos este
método na forma obtida, mais tarde, por I. Simonenko [36].

Começamos o estudo do problema (2.28) pela consideração do problema ho-
mogéneo mais simples

Φ+ (α (t)) = Φ− (t) . (2.29)

Lema 2.2 O problema de limite (2.29) com a condição adicional Φ− (∞) = 0 não
tem soluções não triviais.

Prova. De acordo com as propriedades das projecções P+ = 1
2
(I + S) e P− =

1
2
(I − S), sendo {Φ+ (z) , Φ− (z)} uma solução do problema (2.29), satisfazem-se as

igualdades
(
P−Φ+

)
(t) ≡ 1

2
Φ+ (t)− 1

2πi

∫

Γ

Φ+ (τ)

τ − t
dτ = 0 (2.30)

(
P+Φ−)

(t) ≡ 1

2
Φ− (t) +

1

2πi

∫

Γ

Φ− (τ)

τ − t
dτ = 0 . (2.31)

Fazendo a substituição t 7→ α (t) e τ 7→ α (τ) em (2.30), obtemos

1

2
Φ+ (α (t))− 1

2πi

∫

Γ

α′ (τ)

α (τ)− α (t)
Φ+ (α (τ)) dτ = 0 . (2.32)

Usando a condição de limite (2.29), de (2.32) resulta

1

2
Φ− (t)− 1

2πi

∫

Γ

α′ (τ)

α (τ)− α (t)
Φ− (τ) dτ = 0 . (2.33)

Somando (2.31) e (2.33) obtemos a equação integral

Φ− (t) +
1

2πi

∫

Γ

(
1

τ − t
− α′ (τ)

α (τ)− α (t)

)
Φ− (τ) dτ = 0 , (2.34)

que, pelo Teorema 1.6, é uma equação canónica de Fredholm. Assim, a equação
(2.34) tem um número finito de soluções linearmente independentes. Uma vez que
os valores limite de uma solução do problema (2.29) satisfazem a equação (2.34), o
problema de limite (2.29) também tem um número finito de soluções linearmente
independentes. Resta observar que, por um lado o problema (2.29) não pode ter
soluções não constantes, pois, se houvesse uma solução não constante, qualquer
potência dessa solução seria também uma solução e obteriamos dessa forma um con-
junto numerável de soluções linearmente independentes o que contrariaria o facto
de que o problema (2.29) tem um número finito de soluções linearmente indepen-
dentes. Por outro lado, se uma constante é solução do problema de limite (2.29), da
condição Φ− (∞) = 0 decorre que essa constante é igual a zero.

Lema 2.3 A equação integral homogénea de Fredholm

(Lϕ) (t) ≡ ϕ (t) +
1

2πi

∫

Γ

(
α′ (τ)

α (τ)− α (t)
− 1

τ − t

)
ϕ (τ) dτ = 0 (2.35)

não tem soluções não triviais e a equação não-homogénea correspondente Lϕ = f
resolve-se incondicionalmente e tem solução única.
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Prova. Seja ϕ (t) uma solução da equação integral (2.35). Consideremos os
integrais do tipo de Cauchy

Φ+ (z) =
1

2πi

∫

Γ

ϕ (α−1 (τ))

τ − z
dτ , z ∈ D+ ,

Φ− (z) =
1

2πi

∫

Γ

ϕ (τ)

τ − z
dτ , z ∈ D− ,

onde α−1 é a função inversa de α. Notamos que Φ− (∞) = 0. Usando as fórmulas
de Sokhotsky-Plemeli (1.1), obtemos

(Lϕ) (t) ≡ Φ+ (α (t))− Φ− (t) .

Visto que ϕ (t) é uma solução da equação (2.35), temos

Φ+ (α (t))− Φ− (t) = 0 .

Consequentemente, de acordo com o Lema 2.2, Φ+ (z) = Φ− (z) = 0. Assim
∫

Γ

ϕ (α−1 (τ))

τ − z
dτ ≡ 0 , z ∈ D+ ,

(2.36)∫

Γ

ϕ (τ)

τ − z
dτ ≡ 0 , z ∈ D− .

Das igualdades (2.36) e das fórmulas de Sokhotsky-Plemeli conclúımos que a função
ϕ (α−1 (t)) é o valor limite de uma função Ψ− (z) anaĺıtica em D−, que se anula em
z = ∞, e ϕ (t) é o valor limite de uma função Ψ+ (z) anaĺıtica em D+, i.e.

ϕ (α−1 (t)) = Ψ− (t) , ϕ (t) = Ψ+ (t) , Ψ− (∞) = 0 . (2.37)

De (2.37) obtemos o problema de limite

Ψ+ (t) = Ψ− (α (t)) , Ψ− (∞) = 0 . (2.38)

Aplicando o Lema 2.2 ao problema (2.38), obtemos

Ψ+ (z) ≡ Ψ− (z) ≡ 0 e ϕ (t) ≡ 0 .

Usando a alternativa de Fredholm (ver Subsecção 1.2.1), conclúımos que a equação
não-homogénea correspondente Lϕ = f resolve-se incondicionalmente e tem solução
única.

Obtemos agora uma representação integral especial para uma função seccional-
mente anaĺıtica.

Teorema 2.4 Seja α um deslocamento directo sobre Γ que satisfaz α′ ∈ Hµ (Γ) e
α′ 6= 0 sobre Γ, cuja função inversa é α−1. Para qualquer função {Φ+ (z) , Φ− (z)}
seccionalmente anaĺıtica no plano complexo C, que se anula no ponto z = ∞, com
valores limite em Γ dados por Φ+ (t), Φ− (t) ∈ Hµ (Γ), existe uma única função
ϕ ∈ Hµ (Γ) tal que se verifica a seguinte representação integral

Φ+ (z) =
1

2πi

∫

Γ

ϕ (α−1 (τ))

τ − z
dτ , z ∈ D+ ,

(2.39)

Φ− (z) =
1

2πi

∫

Γ

ϕ (τ)

τ − z
dτ , z ∈ D− .
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Prova. Usando as fórmulas de Sokhotsky-Plemeli para avaliar os valores li-
mite, Φ+ (α (t)) e Φ− (t), dos integrais do tipo de Cauchy (2.39), obtemos a equação
integral de Fredholm

(Lϕ) (t) ≡ Φ+ (α (t))− Φ− (t) . (2.40)

Decorre do Lema 2.3 que a equação integral (2.40) resolve-se incondicionalmente e
tem uma única.solução ϕ.

Teorema 2.5 (Solução do problema do salto) A única função seccionalmente
anaĺıtica que se anula no infinito e é solução do problema de limite

Φ+ (α (t))− Φ− (t) = g (t) (2.41)

é dada pelas fórmulas

Φ+ (z) =
1

2πi

∫

Γ

ϕ (α−1 (τ))

τ − z
dτ , Φ− (z) =

1

2πi

∫

Γ

ϕ (τ)

τ − z
dτ , (2.42)

onde ϕ (t) é a solução da equação integral de Fredholm

(Lϕ) (t) ≡ ϕ (t) +
1

2πi

∫

Γ

(
α′ (τ)

α (τ)− α (t)
− 1

τ − t

)
ϕ (τ) dτ = g (t) (2.43)

que se resolve incondicionalmente e tem solução única.

Prova. De acordo com o Teorema 2.4, qualquer solução do problema de limite
(2.41) pode ser representada na forma (2.42). Calculando os valores limite Φ+ (α (t))
e Φ− (t) dos integrais do tipo de Cauchy (2.42) e substituindo-os na condição de
limite (2.41), obtemos a equação (2.43) da qual a densidade ϕ (t) da representação
integral (2.42) é determinada incondicional e univocamente para qualquer função
g ∈ Hµ (Γ).

Usando a solução do problema do salto, é posśıvel estudar completamente a
resolubilidade do problema de limite de Haseman homogéneo

Φ+ (α (t)) = G (t) Φ− (t) (2.44)

no caso em que {arg G (t)}Γ = 0. No seguimento vamos necessitar deste resultado
para provar um teorema de colagem conforme.

Teorema 2.6 O problema de limite de Haseman homogéneo (2.44) com
{arg G (t)}Γ = 0 tem uma única solução na classe das funções seccionalmente
anaĺıticas que satisfazem a condição Φ− (∞) = 1, e este problema não tem soluções
não triviais que se anulem no infinito.

Prova. Consideremos o problema de limite (2.44) e suponhamos que κ =
1

2πi
{arg G (t)}Γ = 0. Procuramos uma solução do problema (2.44) que satisfaça

a condição Φ− (∞) = 1. Uma vez que κ = 0 aplicando o logaritmo a cada um dos
membros da condição (2.44), obtemos o problema do salto

Γ+ (α (t))− Γ− (t) = ln G (t) (2.45)
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onde Γ+ (z) = ln Φ+ (z), Γ− (z) = ln Φ− (z).
Devido à condição Φ− (∞) = 1, consideramos o problema de limite (2.45) na

classe das funções seccionalmente anaĺıticas satisfazendo a condição ln Φ− (∞) =
Γ− (∞) = 0. Consequentemente, pelo Teorema 2.5, existe uma única solução

{
Φ+ (z) = eΓ+(z) , Φ− (z) = eΓ−(z)

}

do problema de limite (2.44) que satisfaz a condição Φ− (∞) = 1. A solução geral
do problema (2.44), na classe das funções seccionalmente anaĺıticas limitadas no
infinito, tem a forma {

ceΓ+(z) , ceΓ−(z)
}

,

onde c é uma constante complexa arbitrária. Se impusermos a condição adicional
Φ− (∞) = 0, então c = 0 e, nesse caso, o problema de limite (2.44) tem apenas
a solução trivial na classe das funções seccionalmente anaĺıticas que se anulam no
infinito.

Passamos agora ao já mencionado método de colagem conforme. Vamos mostrar
que, dada uma curva de Lyapunov Γ que divide o plano complexo C nos domı́nios
D+ e D−, existem transformações conformes, ω+ : D+ → ∆+ e ω− : D− → ∆−,
que transformam, os domı́nios D+ e D− nos domı́nios ∆+ e ∆−, respectivamente,
nos quais uma curva de Lyapunov L divide o plano complexo C, de forma que as
imagens do ponto α (t) pela transformação ω+ e do ponto t pela transformação ω−

são coladas no mesmo ponto da nova curva L. Usando estas transformações e uma
mudança de variáveis, é posśıvel eliminar o deslocamento α da condição de limite
(2.28) e, dessa forma, transformar o problema de Haseman sobre Γ num problema
de Riemann sobre L.

A imposição de que as imagens dos ponto t e α (t) coincidam significa que os
valores limite sobre Γ das funções ω+ (z) e ω− (z) satisfaçam a condição de colagem

ω+ (α (t)) = ω− (t) . (2.46)

A função ω− tem necessariamente um polo no domı́nio D−, pois, caso contrário,
de acordo com o Lema 2.2, ω− seria constante em D− e assim não satisfaria a
propriedade necessária. Como a transformação ω− : D− → ∆− tem de ser biuńıvoca,
o polo mencionado é simples. Assim ω− (z) tem a forma

ω− (z) = z + ω̃− (z) , (2.47)

onde ω̃− (z) é uma função anaĺıtica em D− que se anula no infinito. Tendo em
conta a igualdade (2.47), obtemos que o problema de limite (2.46) é equivalente ao
problema do salto

ω+ (α (t))− ω̃− (t) = t , t ∈ Γ , (2.48)

para o qual procuramos uma função seccionalmente anaĺıtica {ω+ (z) , ω̃− (z)} com
a condição ω̃− (∞) = 0. Pelo Teorema 2.5 o problema de limite (2.48) tem solução
única, a qual se representa pelas fórmulas (2.42), onde ϕ satisfaz a equação (Lϕ) (t) =
t. Assim, as funções de colagem ω+ e ω− determinam-se univocamente de (2.46) e
(2.47).
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Agora transformamos o problema de Haseman (2.28) sobre Γ num problema
de Riemann sobre L. Seja t = ω−−1 (v) a função inversa de v = ω− (t), i.e.,
ω−

(
ω−−1 (v)

) ≡ v, com v ∈ L e ω−−1 (ω− (t)) ≡ t, com t ∈ Γ.
Substituindo t por ω−−1 (v) na condição de limite (2.46), obtemos

ω+
[
α

(
ω−−1 (v)

)] ≡ v . (2.49)

Introduzindo a função seccionalmente anaĺıtica
{
Φ+

1 , Φ−
1

}
definida por

Φ+ (z) = Φ+
1

[
ω+ (z)

]
, Φ− (z) = Φ−

1

[
ω− (z)

]
,

a condição de limite do problema de Haseman (2.28) toma a forma

Φ+
1

{
ω+ (α (t))

}
= G (t) Φ−

1

(
ω− (t)

)
+ g (t) , t ∈ Γ .

Fazendo a substituição t = ω−−1 (v), i.e., passando da curva Γ à curva L, obtemos

Φ+
1

{
ω+

[
α

(
ω−−1 (v)

)]}
= G

(
ω−−1 (v)

)
Φ−

1 (v) + g
(
ω−−1 (v)

)
, v ∈ L .

Usando a identidade (2.49), obtemos o problema de limite de Riemann na nova
curva L

Φ+
1 (v) = G

(
ω−−1 (v)

)
Φ−

1 (v) + g
(
ω−−1 (v)

)
, v ∈ L . (2.50)

Resta provar que as transformações ω+ : D+ → ∆+ e ω− : D− → ∆− satisfazem
as condições mencionadas.

Teorema 2.7 (Sobre colagem conforme) As funções ω+ e ω−, que são soluções
do problema de limite (2.46) na classe (2.47), transformam biunivocamente os domı́-
nios D+ e D− nos domı́nios ∆+ e ∆−, respectivamente. Os domı́nios ∆+ e ∆− são
limitados pelos contornos L+ e L−, respectivamente, e estes domı́nios ∆+ e ∆− não
se intersectam e estão separados pela curva de de Lyapunov comum L+ = L− = L
sendo ∆+ ∪∆− ∪ L = C (plano complexo estendido).

Prova. A prova deste teorema será dividida nos seguintes cinco passos:

1. Provamos que as fronteiras dos domı́nios D+ e D− coincidem, i.e., L+ = L−.
Seja v ∈ L+. Então existe um ponto t ∈ Γ tal que ω+ (t) = v. Da igualdade
ω+ (t) = ω− (α−1 (t)), obtemos que ω− (α−1 (t)) = v. Consequentemente v ∈
L−. Assim L+ ⊂ L−. A inclusão contrária L− ⊂ L+ prova-se de forma
análoga. Portanto L+ = L−.

2. Provamos que os valores limite ω+ (t) e ω− (t) da solução do problema de
limite (2.46) tem derivadas (em ordem a t) pertencentes à classe Hµ (Γ). Para
mostrar isto consideramos o problema de Haseman

α′ (t) γ+ (α (t)) = γ− (t) . (2.51)

A solução do problema inicial (2.46) pode ser obtida integrando a solução do
problema (2.51), assim, passamos agora à resolução do problema (2.51). Da
condição (2.47) decorre que temos de encontrar a solução do problema (2.51)
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com a condição adicional γ− (∞) = 1. Da primeira fórmula em (1.3), obtemos
que

1

2π

{
arg

1

α′ (t)

}

Γ

= 0 .

Assim, pelo Teorema 2.6, o problema de limite (2.51) tem uma única solução
(não nula) seccionalmente anaĺıtica satisfazendo a condição γ− (∞) = 1. A
solução {γ+ (z) , γ− (z)} pode ser expressa usando integrais do tipo de Cau-
chy com densidades da classe Hµ (Γ). Consequentemente (ver Teorema 1.2)
γ± (t) ∈ Hµ (Γ) (ou γ± (t) ∈ H1−ε (Γ) se µ = 1).

Agora consideramos a função

ω0 (z) =

{ ∫ z

α(t0)
γ (z) dz , z ∈ D+

∫ z

t0
γ (z) dz , z ∈ D− ,

onde t0 é um ponto arbitrário da curva Γ. Verificamos que a função ω0 (z)
satisfaz a condição de limite ω+

0 (α (t)) = ω−0 (t). Com efeito,

ω+
0 (α (t)) =

∫ α(t)

α(t0)

γ+ (z) dz =

∫ t

t0

γ+ (α (u)) α′ (u) du =

∫ t

t0

γ− (u) du = ω−0 (t) .

Além disso, o desenvolvimeneto da função ω−0 (z) numa vizinhança do ponto
z = ∞ tem a forma

ω−0 (z) = z + a0 +
a1

z
+

a2

z2
+ . . . . (2.52)

De facto, integrando a igualdade (2.51) sobre Γ e usando o Teorema integral
de Cauchy, obtemos

−2πiResγ− (z) |z=∞ =

∫

Γ

γ− (t) dt =

∫

Γ

α′ (t) γ+ (α (t)) dt =

∫

Γ

γ+ (ξ) dξ = 0 .

Portanto Resγ− (z) |z=∞ = 0 e o desenvolvimento de γ (z) no ponto z = ∞
tem a forma

γ− (z) = 1 +
c2

z2
+

c3

z3
+ . . . ,

e a fórmula (2.52) é válida.

Seja W± (z) = ω± (z)−ω±0 (z), onde ω±0 (z) é a solução do problema de limite
(2.46) na classe das funções que satisfazem (2.47). Então as funções W± (z)
satisfazem a condição de limite

W+ (α (t)) = W− (t)

e W− é limitada no infinito. Pelo Lema 2.2, temos que W± (z) ≡ const, i.e.
ω± (z) = ω±0 (z) + const. Diferenciando estas igualdades, obtemos

dω± (t)

dt
= γ± (t) , t ∈ Γ .

Portanto dω±(t)
dt

∈ Hµ (Γ).
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3. Provamos que se t1, t2 ∈ Γ e t1 6= t2, então ω− (t1) 6= ω− (t2). Por outras pala-
vras, a curva L é uma curva simples de Jordan que divide o plano complexo C
em dois domı́nios ∆+ e ∆−. Suponhamos o contrário, i.e. ω− (t1) = ω− (t2) =
v0 para t1 6= t2, e consideremos as funções ω±1 (z) = ω± (z)− v0.

As funções ω±1 satisfazem a condição de limite (2.46) e temos

ω−1 (t1) = ω−1 (t2) = ω+
1 (α (t1)) = ω+

1 (α (t2)) = 0 . (2.53)

Reescrevemos agora a condição de limite (2.46) na forma

[α (t)− α (t1)] [α (t)− α (t2)]

(t− t1) (t− t2)
· ω+

1 (α (t))

[α (t)− α (t1)] [α (t)− α (t2)]
=

ω−1 (t)

(t− t1) (t− t2)

e introduzimos a função

ω+
2 (z) =

ω+
1 (z)

[z − α (t1)] [z − α (t2)]
, ω−2 (z) =

ω−1 (z)

(z − t1) (z − t2)
.

Como as condições (2.53) são satisfeitas e, de acordo com o passo 2, dω±(t)
dt

∈
Hµ (Γ), conclúımos que ω±2 (t) ∈ Hµ (Γ). Além disso verifica-se a condição de
limite

ω+
2 (α (t)) =

(t− t1) (t− t2)

[α (t)− α (t1)] [α (t)− α (t2)]
ω−2 (t) . (2.54)

Observando que o coeficiente do problema de Haseman (2.54) tem ı́ndice zero
e que ω−2 (∞) = 0, podemos aplicar o Teorema 2.6 e obtemos que o pro-
blema homogéneo (2.54) tem apenas a solução trivial ω±2 (z) ≡ 0. Assim,
ω± (z) = v0 = const. No entanto esta igualdade não é posśıvel porque a
função ω−2 (z) tem um polo (simples) no ponto z = ∞. Chegamos a uma
contradição, consequentemente

ω− (t1) 6= ω− (t2) se t1, t2 ∈ Γ com t1 6= t2 .

4. A correspondência biuńıvoca entre os domı́nios D+ e ∆+ e entre os domı́nios
D− e ∆− decorre do prinćıpio de correspondência de fronteiras por uma trans-
formação conforme (ver, por exemplo [23], Cap. 2, pág. 105). De acordo com
o prinćıpio mencionado, para que a correspôndencia entre os domı́nios seja
biuńıvoca, é suficiente que se a correspondência entre as fronteiras o seja, e
isso foi verificado no passo 3.

5. Resta provar que a curva L é uma curva de Lyapunov. Designamos por s e
σ as abcissas de arco dos pontos t ∈ Γ e v ∈ L correspondentes um ao outro,
respectivamente. Então

σ = σ (s) =

∫ s

s0

|v′t (t (s))| ds .

Daqui decorre que a função σ (s) é estritamente crescente e existe a função
inversa s = s (σ) também estritamente crescente. Temos ainda que

|σ2 − σ1| = |σ (s2)− σ (s1)| =
∣∣∣∣
∫ s2

s1

|v′t (t (s))| ds

∣∣∣∣ ≥ m |s2 − s1| ,
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onde m = min {|v′t (t (s))| : s ∈ [s1, s2]}. Notamos que m 6= 0 porque a solução
do problema (2.51) nunca se anula sobre Γ. Assim,

|s (σ2)− s (σ1)| ≤ 1

m
|σ2 − σ1| . (2.55)

O que significa que a função s (σ) satisfaz a condição de Hölder com expoente

µ = 1. Agora consideramos a derivada v′σ = dv(t(s(σ)))
dσ

. Temos

v′σ =
dv (t)

dt
· dt (s)

ds
· ds

dσ
= t′ (s)

v′ (t)
|v′ (t)| = t′ (s) ei arg v′(t) . (2.56)

O segundo factor do segundo membro da fórmula (2.56) satisfaz a condição
de Hölder. Com efeito, de acordo com (2.55), a função σ (s) é uma função de
Hölder que assume valores reais. Como a função t (s) tem a derivada limitada,
a função t (s (σ)) satisfaz a condição de Hölder. Além disso já provamos que
v′ (t) ∈ Hµ (Γ).

Por fim, visto que Γ é uma curva de Lyapunov, a função t′ (s (σ)) também
pertence à classe de Hölder.

Assim a derivada v′σ satisfaz a condição de Hölder em relação a σ, o que
significa que a nova curva L pertence à classe das curvas de Lyapunov.

O Teorema 2.7, que acabamos de demonstrar, fundamenta a redução do problema
de limite de Haseman (2.28) ao problema de limite de Riemann (2.50). Usando a
teoria de resolubilidade do problema de limite de Riemann, que foi apresentada na
Subsecção 1.2.2, obtemos o seguinte teorema sobre a resolubilidade do problema de
limite de Haseman.

Teorema 2.8 O problema de Haseman homogéneo (2.44) na classe das funções
seccionalmente anaĺıticas que se anulam no infinito tem l = max (0, κ) soluções
linearmente independentes, onde κ = 1

2π
{arg G (t)}Γ. O número de condições de

resolubilidade linearmente independentes do problema de Haseman não homogéneo
correspondente é dado por ρ = max (0,−κ).

Relativamente às soluções, estas podem ser obtidas na forma expĺıcita se as
transformações conformes ω+ : D+ → ∆+ e ω− : D− → ∆− forem conhecidas.
Como vimos, o problema de construcção de ω+ e ω− é, em certo sentido, equivalente
à resolução de uma equação canónica de Fredholm. Assim, nenhum dos métodos
(o método de equações integrais ou o método de colagem conforme) tem vantagem
sobre o outro quando se pretende resolver efectivamente o problema de Haseman. O
problema de Haseman é solúvel na forma expĺıcita se a equação integral de Fredholm
(Lϕ) (t) = t admitir uma tal solução.

Terminamos esta secção apresentando uma interpretação geométrica das colagens
efectuadas para a redução do problema de Haseman a um problema de Riemann.
É conveniente considerar a curva Γ como sendo dada na esfera de Riemann, a qual
é homeomorfa ao plano complexo estendido. Então o Teorema 2.7 de colagem con-
forme pode ser interpretado da seguinte forma. Recortamos e retiramos o domı́nio
D+ da esfera de Riemann e, depois de algumas deformações de D+ e D− sem ‘dobras’
ou ‘quebras’, voltamos a fechar a abertura com a parte alterada ∆+ de forma que o
ponto t na berma externa do corte seja colado no ponto α (t) da berma interna.





Caṕıtulo 3

Teoria de Noether e teoria de
resolubilidade do problema de
limite de Hilbert Generalizado

Neste caṕıtulo estudamos o problema de limite de Hilbert generalizado, que pode ser
enunciado da seguinte forma:
Seja Γ uma curva simples fechada de Lyapunov que divide o plano complexo C em
duas partes D+ e D−. Encontre uma função

Φ+ (z) = u (x, y) + iv (x, y) , z = x + iy ,

anaĺıtica no domı́nio D+ tal que os valores limite das partes real e imaginária de
Φ+ (z) pertencem a Hµ (Γ) e satisfazem sobre Γ a condição

a (t) u (t) + b (t) u (α (t)) + c (t) v (t) + d (t) v (α (t)) = h (t) , (3.1)

onde a, b, c, d, h ∈ Hµ (Γ) são funções reais, α é um deslocamento que preserva ou
muda a orientação sobre Γ e satisfaz α′ (t) 6= 0, t ∈ Γ e α′ ∈ Hµ (Γ).

A condição de limite (3.1) pode reescrever-se na forma

Re
{A (t) Φ+ (t) + B (t) Φ+ (α (t))

}
= h (t) (3.2)

onde A (t) = a (t)− ic (t), B (t) = b (t)− id (t).
Notemos que, se b = d = 0, obtemos o problema de limite de Hilbert clássico,

que foi considerado na Secção 2.1.
O problema (3.1) (ou (3.2)) foi formulado por E. G. Khasabov e G. S. Litvinchuk

em [10]. Nos artigos [10] e [13], destes autores, foram encontradas as condições de
Noether, obtida a fórmula do ı́ndice e estabelecidas as condições de resolubilidade
do problema (3.1) com um deslocamento Carlemaneano de ordem 2 (α(α(t)) = t),
preservando ou mudando a orientação sobre Γ. Além disso, em [10] foi apresentada a
teoria de resolubilidade de alguns casos particulares degenerados deste problema que
podem ser reduzidos a problemas de limite binomiais e em [13] foram considerados
exemplos do problema de limite de Hilbert generalizado para os quais, em geral, os
números de defeito, l e ρ, não satisfazem as fórmulas de Gakhov-Coburn (III).

Na Secção 3.1 construimos a teoria de Noether do problema (3.1). Para isso
usaremos uma representação da função Φ+ (z) na forma de um integral do tipo de
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Cauchy com uma densidade real, uma vez que esta representação permitirá redu-
zir a condição de limite (3.2) a uma equação integral singular com deslocamento.
Começamos por considerar o caso em que α é um deslocamento de Carleman tal que
α (α (t)) ≡ t para obtermos a teoria de Noether desta equação pelo método matricial
(usando o Teorema 1.20). No entanto apresentamos também a teoria de Noether
do problema de Hilbert generalizado nos casos em que α é um deslocamento não
Carlemaneano ou um deslocamento directo de Carleman de ordem k ≥ 2, para isso
usaremos os resultados expostos na Secção 1.5.

A Secção 3.2 será dedicada à teoria de resolubilidade deste mesmo problema.
Neste contexto procuramos, essencialmente, obter os números de defeito l e ρ do
problema (3.2). Começamos por apresentar os casos particulares degenerados que
foram considerados em [10]. Depois consideramos o caso em que Γ = >> e a é um
deslocamento linear fraccionário de Carleman de ordem 2 (α (α (t)) ≡ t), reduzimos
o estudo da teoria de resolubilidade do referido problema ao estudo da teoria de
resolubilidade de um operador integral singular sem deslocamento com coeficientes
matriciais e aplicamos os resultados apresentados nas secções 1.3 e 1.4. Ainda nesta
secção consideramos, por outro método, os exemplos apresentados em [13] que foram
referidos acima.

3.1 Teoria de Noether

Esta secção consiste, essencialmente, de duas partes. Na primeira parte usamos
o método descrito em [26] (Sec. 23) para obter as condições de Noether e uma
fórmula para o ı́ndice e encontrar as condições de resolubilidade do problema (3.1)
com um deslocamento de Carleman de ordem 2 à custa do problema de limite
aliado. Na segunda parte baseamo-nos nos resultados apresentados na Secção 1.5
para obter a teoria de Noether do problema de limite de Hilbert generalizado com um
deslocamento não Carlemaneano ou com um deslocamento de Carleman de ordem
arbitrária.

Assim, começamos por introduzir uma representação integral clássica de Muskhe-
lishvili que será necessária para reduzir o problema de limite de Hilbert generalizado
(3.2) com um deslocamento de Carleman tal que α (α (t)) ≡ t a uma equação inte-
gral singular com deslocamento. Depois de fazermos a referida redução, usamos o
Teorema 1.20 para obter a teoria de Noether desta equação. Em seguida construi-
mos o problema aliado ao problema (3.2), a partir do qual obtemos as condições de
resolubilidade do problema de limite de Hilbert generalizado.

Antes de mais chamamos a atenção para o facto de que, no caso de um problema
de limite polinomial para funções anaĺıticas num domı́nio simplesmente conexo, as
representações integrais dessas funções contêm algumas constantes. Assim, os mem-
bros direitos das equações integrais correspondentes ao problema de limite depen-
dem destas constantes. Se as constantes forem determinadas uńıvocamente, então
o problema de limite e a equação integral singular correspondente são equivalentes.
Contudo, neste caso, para a equivalência entre o problema de limite aliado corres-
pondente e a equação integral singular aliada devem satisfazer-se algumas condições.
Por outro lado, se as constantes forem arbitrárias, então o problema de limite e a
equação integral singular não são equivalentes mas, pelo contrário, o problema de



Teoria de Noether 67

limite aliado e a equação integral singular aliada são equivalentes. É posśıvel mos-
trar que o ı́ndice do problema de limite excede por um o ı́ndice da equação integral
singular correspondente.

Apresentamos agora o seguinte resultado sobre representações integrais para uma
função anaĺıtica num domı́nio simplesmente conexo limitado (ver, por exemplo, [32]
(Cap. 8), [2]).

Teorema 3.1 Seja D+ um domı́nio simplesmente conexo limitado por uma curva
simples fechada de Lyapunov Γ. Qualquer função Φ+ (z) anaĺıtica em D+, e cujos
valores limite sobre Γ pertencem a Hµ (Γ), pode ser representada por qualquer uma
das seguintes fórmulas

Φ+ (z) =
1

2πi

∫

Γ

µ (τ)

τ − z
dτ + iC , (3.3)

Φ+ (z) =
1

2π

∫

Γ

ν (τ)

τ − z
dτ + C ,

onde as densidades µ e ν são funções reais da classe Hµ (Γ) e C é uma constante
real.

Usamos agora a representação integral (3.3) para reduzir o problema (3.2) à
equação integral singular

(Kµ) (t) ≡ Re {A (t) µ (t) + B (t) µ (α (t)) +A (t) (Sµ) (t)
(3.4)

+
γB (t)

πi

∫

Γ

α′ (τ) µ (α (τ))

α (τ)− α (t)
dτ

}
= g (t) ,

onde g (t) = 2h (t) + 2CIm [A (t) + B (t)], γ = +1 se α é um deslocamento directo
de Carleman (α (α (t)) ≡ t) e γ = −1 se α é um deslocamento inverso de Carleman
(α (α (t)) ≡ t). Em seguida constrúımos o operador aliado K′, o qual satisfaz a
identidade ∫

Γ

µ (t) (K′ψ) (t) dt =

∫

Γ

ψ (t) (Kµ) (t) dt , (3.5)

e consideramos a equação integral singular homogénea aliada

(K′ψ) (t) ≡
[
A (t) +A (t)

]
ψ (t) + γ

[
B (α (t)) + B (α (t))

]
α′ (t) ψ (α (t))

− 1

πi

∫

Γ

[
A (τ)

τ − t
− t′ (s)A (τ)

τ − t

]
ψ (τ) dτ (3.6)

− γ

πi

∫

Γ

[
B (α (t))

τ − t
− t′2 (s)

B (α (t))

τ − t

]
α′ (τ) ψ (α (τ)) dτ = 0 .

Multiplicando ambos os membros da equação (3.6) pela função t′ (s) e tendo em
conta a igualdade

t′ (s) |t=α(t) =
α′ (t)
|α′ (t)|t

′ (s) ,

observamos que a equação t′ (s)K′ψ = 0 é uma equação com coeficientes e núcleos
reais em relação à nova função incógnita ν (t) = ψ (t) t′ (s). Assim (ver, por exemplo,
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[32]) podemos considerar ν (t) como uma função real. Mas, nesse caso, obtemos que
a condição (3.5) coincide com a condição

Re

∫

Γ

µ (t) (K′ψ) (t) dt = Re

∫

Γ

ψ (t) (Kµ) (t) dt .

Assim, a equação t′ (s)K′ψ = 0 pode reescrever-se na forma

Re {A (t) ν (t) + γB (α (t)) |α′ (t)| ν (α (t))
(3.7)

−t′ (s)
πi

∫

Γ

A (τ) ν (τ) + γB (α (τ)) |α′ (τ)| ν (α (τ))

τ − t
dσ

}
= 0.

De acordo com as observações anteriores, a equação (3.7) é equivalente à equação
(3.6), e será também denominada equação aliada à equação (3.4). Denotamos os
números de soluções linearmente independentes das equações integrais (3.4) e (3.7)
por k e k′, respectivamente. A teoria de Noether da equação (3.4) obtém-se pelo
Teorema 1.20.

Teorema 3.2 A equação integral singular (3.4) é Noetheriana se for satisfeita sobre
Γ a condição

Λ (t, γ) = (1 + γ)
{
A (t)A (α (t))− B (t)B (α (t))

}
(3.8)

+ (1− γ)
{
A (t)A (α (t))− B (t)B (α (t))

}
6= 0 .

Se a condição (3.8) for satisfeita, então o ı́ndice I0 da equação integral singular
(3.4) é dado pela fórmula

I0 = k − k′ =
1

2π
{arg Λ (t, γ)}Γ . (3.9)

Teorema 3.3 Suponhamos que a condição (3.8)é satisfeita. Então a equação inte-
gral singular (3.4) é solúvel se e só se

∫

Γ

{h (t) + CIm [A (t) + B (t)]} νj (t) ds = 0 , (3.10)

onde {νj (t)}j=1,2,...,k′, é um sistema completo de soluções linearmente independentes
da equação aliada (3.7).

Passamos agora à construcção do problema de limite aliado e obtemos as condições
de resolubilidade do problema de limite de Hilbert generalizado.

Seja ν uma solução da equação aliada (3.7). Consideremos o integral do tipo de
Cauchy

Ψ (z) =
1

2πi

∫

Γ

A (τ) ν (τ) + γB (α (τ)) |α′ (τ)| ν (α (τ))

τ − z
dσ . (3.11)

Pela equação (3.7) temos

Re
[
t′ (s) Ψ− (t)

]
= 0
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ou
t′ (s) Ψ− (t) + t′ (s) Ψ− (t) = 0 . (3.12)

Em seguida provamos que, se a condição

Im

∫

Γ

[A (τ) + B (τ)] ν (τ) dσ = 0 (3.13)

for satisfeita, então Ψ− (z) ≡ 0 em D−. Com efeito, começamos por observar que,
uma vez que a função Ψ− (z) está representada na forma de um integral do tipo de
Cauchy, temos Ψ− (∞) = 0. Suponhamos que Ψ− (z) 6≡ 0 e sejam ND− e NΓ os
números de zeros da função Ψ− (z) no domı́nio D− e na sua fronteira Γ, respectiva-
mente.

Então
1

2π

{
arg Ψ− (t)

}
Γ

= −ND− − 1

2
NΓ .

Tendo em conta que 1
2π
{arg t′ (s)}Γ = 1, da condição de limite (3.12) obtemos que

2ND− +NΓ = 2. Como ND− ≥ 1, podemos concluir que NΓ = 0 e ND− = 1.
Consequentemente

∫

Γ

Ψ− (t) dt = −2πiResΨ− (z) |z=∞ 6= 0 . (3.14)

Por outro lado, da representação (3.11) decorre que

ResΨ− (z) |z=∞ = − 1

2πi

∫

Γ

{A (τ) ν (τ) + γB (α (τ)) |α′ (τ)| ν (α (τ))} dσ

= − 1

2πi

∫

Γ

[A (τ) + B (τ)] ν (τ) dσ .

De (3.14) conclúımos que

∫

Γ

[A (τ) + B (τ)] ν (τ) dσ 6= 0 .

Integrando ao longo de Γ a condição de limite (3.12), obtemos

Re

∫

Γ

Ψ− (t) dt = 0 .

Portanto

Re

∫

Γ

[A (τ) + B (τ)] ν (τ) dσ = 0 .

Assim, temos

Im

∫

Γ

[A (τ) + B (τ)] ν (τ) dσ 6= 0 ,

o que contradiz a condição (3.13). Esta contradição prova que, se a condição (3.13)
for satisfeita então Ψ− (z) ≡ 0 em D−. Consequentemente, de (3.11) decorre que

A (t) ν (t) + γB (α (t)) |α′ (t)| ν (α (t)) = t′ (s) Ψ+ (t) . (3.15)
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Agora invertemos a fórmula (3.15). Para isso consideramos um sistema de duas
equações em ν (t) e ν (α (t)):

A (t) ν (t) + γB (α (t)) |α′ (t)| ν (α (t)) = t′ (s) Ψ+ (t)
(3.16)

γB (t) ν (t) +A (α (t)) |α′ (t)| ν (α (t)) = α′ (t) t′ (s) Ψ+ (α (t)) .

Usando a condição (3.8), de (3.16) com γ = 1 obtemos

ν (t) =
A (α (t)) t′ (s) Ψ+ (t)− B (α (t)) α′ (t) t′ (s) Ψ+ (α (t))

A (t)A (α (t))− B (t)B (α (t))
. (3.17)

De (3.17), multiplicando e dividindo por A (t)A (α (t))− B (t)B (α (t)) e tendo
em conta que ν (t) é uma função real, obtemos o problema de limite

Re
{

i
[
A (t)A (α (t))− B (t)B (α (t))

]
t′ (s)

[A (α (t)) Ψ+ (t)− B (α (t)) α′ (t) Ψ+ (α (t))]} = 0
(3.18)

aliado ao problema de limite (3.2) no caso em que α é um deslocamento directo de
Carleman.

Seja, agora, α um deslocamento inverso de Carleman (γ = −1). Como ν (t) é
uma função real, o sistema (3.16) pode ser reescrito na forma

A (t)ν (t) + γB (α (t)) |α′ (t)| ν (α (t)) = t′ (s) Ψ+ (t)
(3.19)

γB (t) ν (t) +A (α (t)) |α′ (t)| ν (α (t)) = α′ (t) t′ (s) Ψ+ (α (t)) .

Do sistema (3.19) e da condição (3.8) com γ = −1 obtemos

ν (t) =
A (α (t)) t′ (s) Ψ+ (t) + B (α (t))α′ (t) t′ (s) Ψ+ (α (t))

A (t)A (α (t))− B (t)B (α (t))
. (3.20)

Multiplicando ambos os membros da igualdade (3.20) por i, e depois multipli-
cando o numerador e o denominador em (3.20) por A (t)A (α (t)) − B (t)B (α (t))
obtemos o problema de limite aliado ao problema de limite (3.2) no caso em que α
é um deslocamento inverso de Carleman:

Re
{

i
[
A (t)A (α (t))− B (t)B (α (t))

] [
A (α (t)) t′ (s) Ψ+ (t)

+B (α (t))α′ (t) t′ (s) Ψ+ (α (t))
]}

= 0 .
(3.21)

Os problemas de limite (3.18) e (3.21), aliados ao problema (3.2) para um deslo-
camento α de Carleman directo ou inverso, respectivamente, foram obtidos a partir
da equação aliada (3.7) sob a condição adicional (3.13). Assim é necessário consi-
derar as duas situações seguintes:

(i) qualquer solução da equação aliada (3.7) satisfaz a condição (3.13),

(ii) pelo menos uma das soluções da equação (3.7) não satisfaz a condição (3.13).
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De acordo com o Teorema 3.3, se a condição (3.8) for satisfeita, então para
a resolubilidade da equação (3.4) é necessário e suficiente que sejam satisfeitas as
condições (3.10). No caso (i), qualquer solução ν (t) da equação aliada satisfaz a
condição (3.13) e, assim, a constante C mantém-se arbitrária e as condições (3.10)
tomam a forma ∫

Γ

h (t) νj (t) ds = 0 , j = 1, 2, . . . , k′. (3.22)

Se pelo menos uma das soluções ν1 (t), ν2 (t), . . ., νk′ (t) da equação aliada (3.7), por
exemplo a solução νk′ (t), não satisfaz a condição (3.13), então as funções

∗
νj (t) = νj (t)− βjνk′ (t) , j = 1, 2, . . . , k′ − 1 ,

com

βj =
Im

∫
Γ
[A (t) + B (t)] νj (t) ds

Im
∫

Γ
[A (t) + B (t)] νk′ (t) ds

,

são soluções da equação da equação aliada (3.7) que satisfazem a condição (3.13).

Consequentemente, como no caso anterior, para as k′−1 soluções
∗
νj (t) mencionadas,

as condições de resolubilidade (3.10) podem reduzir-se à forma (3.22). Da condição
(3.10), para a solução νk′ (t) obtemos

∫

Γ

h (t) νk′ (t) ds = −C

∫

Γ

Im [A (t) + B (t)] νk′ (t) ds . (3.23)

Visto que o integral no membro direito da igualdade (3.23) não é igual a zero, a
condição (3.23) é satisfeita para uma escolha conveniente da constante C. Como as
funções ν (t) e h (t) são reais, as condições (3.22) podem escrever-se na forma

Re

∫

Γ

h (t) νj (t) t′ (s)dt = 0 .

Substituindo (3.17) e (3.20) para νj (t) e fazendo algumas transformações, obte-
mos o

Teorema 3.4 Suponhamos que a condição (3.8) é satisfeita. Para a resolubilidade
do problema de limite de Hilbert generalizado (3.2) é necessário e suficiente que
sejam satisfeitas as seguintes condições:

Re

∫

Γ

h (t)A (α (t))− h (α (t))B (t)

A (t)A (α (t))− B (t)B (α (t))
Ψ+

j (t) dt = 0 ,

se α é um deslocamento directo de Carleman e

Re

∫

Γ

h (t)A (α (t))− h (α (t))B (t)

A (t)A (α (t))− B (t)B (α (t))
Ψ+

j (t) dt = 0 ,

se α é um deslocamento inverso de Carleman, onde Ψ+
j (z) são as soluções dos

problemas de limite aliados correspondentes (3.18) e (3.21).

Estamos agora em condições de obter as condições de Noether do problema (3.2)
e de calcular o seu ı́ndice.
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Teorema 3.5 Se for satisfeita sobre Γ a desigualdade

Λ (t, γ) 6= 0 , (3.24)

então o problema de limite de Hilbert generalizado é Noetheriano.

Prova. Se a condição (3.24) for satisfeita, então, de acordo com o Teorema 3.2,
a equação integral (3.4) correspondente ao problema de limite (3.2) é Noetheriana.
Portanto os números k e k′ são finitos. Das relações estabelecidas anteriormente
entre a equação (3.4) e o problema (3.2) e também entre a equação aliada (3.7) e
os problemas aliados (3.18) (ou (3.21)), decorre, pelo menos, que os números l e
l′ de soluções linearmente independentes do problema (3.2) e do problema aliado
(3.18) ((3.21)), respectivamente, são também finitos. Além disso, de acordo com o
Teorema 3.4, o problema de limite (3.2) é normalmente solúvel se for satisfeita a
condição (3.24). Consequentemente o problema (3.2) é Noetheriano.

Teorema 3.6 Se a condição (3.24) for satisfeita, então o ı́ndice do problema de
limite de Hilbert generalizado é dado pela fórmula

I = l − l′ =
1

2π
{arg Λ (t, γ)}Γ + 1 .

Prova. Suponhamos que qualquer solução da equação aliada (3.7) satisfaz a
condição (3.13). Então qualquer solução da equação (3.7) gera uma solução corres-
pondente do problema aliado (3.18) ((3.21)). Desta forma l′ = k′, e a constante C no
membro direito da equação (3.4) mantém-se arbitrária. Assim l = k + 1. Aplicando
o Teorema 3.2 obtemos I = l − l′ = k + 1− k′ = I0 + 1.

Suponhamos que pelo menos uma das soluções da equação (3.7) não satisfaz a
condição (3.13). Então, como já foi provado, a equação (3.7) tem k′ − 1 soluções
linearmente independentes que satisfazem a condição (3.13). Para cada uma dessas
soluções a fórmula (3.11) dá-nos uma solução não trivial do problema aliado cor-
respondente. Assim l′ = k′ − 1. Neste caso a constante C no membro direito da
equação (3.4) determina-se univocamente pela fórmula (3.23) logo l = k. Usando o
Teorema 3.2 obtemos I = l − l′ = k − (k′ − 1) = I0 + 1.

É conveniente observar que todos os resultados apresentados acima foram obti-
dos considerando o caso em que α é um deslocamento que satisfaz α (α (t)) ≡ t. Em
seguida passamos a considerar os casos em que α é um deslocamento não Carlema-
neano ou um deslocamento directo de Carleman com pontos periódicos de multipli-
cidade k ≥ 2. Mais precisamente, usaremos os resultados expostos na Secção 1.5
para apresentar a teoria de Noether do problema de Hilbert generalizado para os
casos referidos.

A construcção do problema aliado no caso de um deslocamento Carlemaneano
de ordem 2 (α (α (t)) ≡ t), permitiu-nos obter as condições de resolubilidade do pro-
blema de Hilbert generalizado (Teorema 3.4) e esclarecer que uma fórmula para o
ı́ndice (ver Teorema 3.6) deste problema é dada por I = I0 + 1 (ver (3.9)). Nos
restantes casos não procederemos à construcção dos problemas aliados, consequen-
temente não apresentaremos os teoremas análogos ao Teorema 3.4. Assim, vamos
apenas usar os resultados da Secção 1.5 e o facto já esclarecido de que I = I0 + 1
para obter a teoria de Noether, i.e., resultados análogos aos Teoremas 3.5 e 3.6,
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para o caso de um deslocamento α não Carlemaneano ou um deslocamento directo
de Carleman tal que αk (t) ≡ t para k ≥ 2.

Começamos por apresentar as condições de Noether e uma fórmula para o ı́ndice
do problema de Hilbert generalizado no caso de um deslocamento directo de Carle-
man de ordem k ≥ 2.

Teorema 3.7 O problema de limite de Hilbert generalizado com um deslocamento
directo α tal que αk (t) ≡ t para k ≥ 2 é Noetheriano se

∆ (t) =
k−1∏
i=0

A (αi (t)) + (−1)k−1
k−1∏
i=0

B (αi (t)) 6= 0 ,

e nesse caso o ı́ndice deste mesmo problema é dado por

I = − 1

πk
{arg ∆ (t)}Γ + 1 = −2

k
IndΓ∆ (t) + 1 .

Se α é um deslocamento directo com um número finito de pontos fixos {τi}j=1,...,l,
a teoria de Noether do problema de limite de Hilbert generalizado é dada pelo
seguinte teorema

Teorema 3.8 Se α é um deslocamento nas condições acima, o problema de limite
de Hilbert generalizado é de Noether se for satisfeita uma das seguintes condições

(1) A 6= 0 sobre Γ e |A (τj)| > |B (τj)| para qualquer j ∈ {1, . . . , l}
(2) B 6= 0 sobre Γ e |A (τj)| < |B (τj)| para qualquer j ∈ {1, . . . , l}

e para cada um dos casos (1) e (2) o ı́ndice do problema é dado, respectivamente,
por

(1) I = −2IndΓA (t) + 1

(2) I = −2IndΓB (t) + 1

Quando α é um deslocamento directo com um conjunto finito de pontos periódi-
cos, {τi}j=1,...,l, com multiplicidade k > 1 a teoria de Noether do problema de Hilbert
generalizado é a seguinte

Teorema 3.9 Sendo α um deslocamento directo com um número finito de pontos
periódicos, {τi}j=1,...,l, com multiplicidade k > 1, se for satisfeita uma das condições

(1) A 6= 0 sobre Γ e
k−1∏
i=0

|A (αi (τj))| >
k−1∏
i=0

|B (αi (τj))| para qualquer j ∈ {1, . . . , l}

(2) B 6= 0 sobre Γ e
k−1∏
i=0

|A (αi (τj))| <
k−1∏
i=0

|B (αi (τj))| para qualquer j ∈ {1, . . . , l}

então o problema de limite de Hilbert generalizado é Noetheriano e, em cada um dos
casos, o seu ı́ndice é dado, respectivamente, pelas fórmulas
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(1) I = −2IndΓA (t) + 1

(2) I = −2IndΓB (t) + 1

No caso em que α é um deslocamento directo com um conjunto não vazio ar-
bitrário de pontos periódicos com multiplicidade k ≥ 1, e voltando a considerar a
função να definida pela fórmula (1.76), temos a seguinte teoria de Noether para o
problema de Hilbert generalizado

Teorema 3.10 Nas condições acima, o problema de limite de Hilbert generalizado
é de Noether se

να (A,B) 6= 0 sobre Γ

e, nesse caso, uma fórmula para o ı́ndice deste problema é

I = −2

k
IndΓ να (A,B) + 1

O teorema seguinte dá-nos as condições de Noether e uma fórmula para o ı́ndice
do problema de Hilbert generalizado no caso em que Γ = >> e α é um deslocamento
ergódico da forma α (t) = eiθt, com θ

2π
um número irracional.

Teorema 3.11 Nas condições referidas, o problema de limite de Hilbert generali-
zado é Noetheriano se for satisfeita uma das condições seguintes

(1) A 6= 0 sobre >> e exp 1
2π

∫
>> ln |A (t)| |dt| > exp 1

2π

∫
>> ln |B (t)| |dt|

(2) B 6= 0 sobre >> e exp 1
2π

∫
>> ln |A (t)| |dt| < exp 1

2π

∫
>> ln |B (t)| |dt|

em cada um destes casos o ı́ndice do problema é dado, respectivamente, por

(1) I = −2Ind>>A (t) + 1

(2) I = −2Ind>>B (t) + 1

Resta-nos considerar o caso de um deslocamento inverso não Carlemaneano. No
caso geral de um deslocamento inverso α tal que α2 é um deslocamento directo
com um conjunto não vazio arbitrário de pontos fixos, que não coincide com toda
a curva Γ, a teoria de Noether do problema de Hilbert generalizado é dada pelo
teorema seguinte.

Teorema 3.12 Para um deslocamento nas condições acima, o problema de limite
de Hilbert generalizado é de Noether se

να2

(
A (t)A (α (t)),B (α (t))B (t)

)
6= 0 sobre Γ ,

onde a função να2 é definida pela fórmula (1.76) e, se for este o caso, o seu ı́ndice
é determinado pela fórmula

I = −IndΓ να2

(
A (t)A (α (t)),B (α (t))B (t)

)
+ 1
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Em particular, se o deslocamento α2 tiver apenas dois pontos fixos τ1 e τ2, o
teorema anterior toma a forma

Teorema 3.13 Se α é um deslocamento inverso não Carlemaneano com pontos
fixos τ1 e τ2 e tal que o deslocamento α2 também admite apenas esses mesmos pon-
tos fixos, então o problema de limite de Hilbert generalizado é Noetheriano se for
satisfeita uma das condições seguintes

(1) A 6= 0 sobre Γ e |A (τj)| > |B (τj)| para j = 1, 2

(2) B 6= 0 sobre Γ e |B (τj)| > |A (τj)| para j = 1, 2

Para cada um destes casos, as fórmulas para o ı́ndice são, respectivamente,

(1) I = −2IndΓA (t) + 1

(2) I = 2IndΓB (t) + 1

3.2 Teoria de resolubilidade

Nesta secção apresentamos alguns resultados relativos à teoria de resolubilidade do
problema de limite de Hilbert generalizado (3.2) com um deslocamento de Carleman
tal que α (α (t)) ≡ t. Consideramos o caso de um deslocamento directo na Subsecção
3.2.1 e o caso de um deslocamento inverso na Subsecção 3.2.2.

Expomos alguns casos particulares deste problema, que foram considerados em
[10] e [26] (Sec. 24) e que, devido às condições impostas aos coeficientes, podem
ser reduzidos a problemas do tipo de Carleman e de Hilbert. Procuramos também
calcular os números de defeito l e ρ do referido problema, no caso geral, quando α é
um deslocamento linear fraccionário de Carleman de ordem 2 (α (α (t)) ≡ t) sobre a
circunferência unitária >>. Para isso começaremos por reduzir o estudo da teoria de
resolubilidade do problema (3.2) à teoria de resolubilidade de um operador integral
singular sem deslocamento e depois usamos os resultados apresentados nas secções
1.3 e 1.4. Incluimos ainda, nesta secção, exemplos do problema de limite de Hilbert
generalizado, tanto com um deslocamento directo como com um deslocamento in-
verso, para os quais, em geral, o problema não homogéneo (3.2) pode não ser solúvel,
embora o problema homogéneo correspondente tenha soluções não triviais.

Começamos por introduzir algumas identidades que nos vão ser úteis no segui-
mento. Definindo

∆ (t) = A (t)A (α (t))− B (t)B (α (t)) ,

θ (t) = A (t)A (α (t))− B (t)B (α (t)) ,

V (t) = B (t)A (α (t))− B (t)A (α (t)) ,

as seguintes identidades são satisfeitas

|θ (t)|2 − |∆ (t)|2 = V (t) V (α (t)) , (3.25)

θ (t) = θ (α (t)) , ∆ (t) = ∆ (α (t)) , V (t) + V (t) = 0 . (3.26)

Salientamos que da última igualdade em (3.26) decorre que ReV = 0, consequente-
mente V = iV0 com V0 função real (V0 = −iV ). Introduzimos ainda a designação
κ = I0 (ver (3.9)), que será assumida ao longo de toda esta secção.
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3.2.1 Teoria de resolubilidade no caso de um deslocamento
directo

Consideramos inicialmente o problema de limite de Hilbert generalizado (3.2) com
um deslocamento de Carleman de ordem 2 (α (α (t)) ≡ t) que preserva a orientação.

Antes de mais, observamos que, neste caso, com a notação introduzida acima,
a condição de Noether (3.24) pode ser escrita na forma ∆ (t) 6= 0, além disso,

aqui, κ = 1
2π

{
arg ∆ (t)

}
Γ

= IndΓ∆ (t) e o ı́ndice do problema de limite de Hilbert

generalizado (ver Teorema 3.6) é dado pela fórmula I = − 1
2π
{arg ∆ (t)}Γ+1 = κ+1.

Passamos agora a apresentar dois casos particulares degenerados do problema
(3.2) com um deslocamento directo para os quais é posśıvel obter os números de
defeito l e ρ. Num destes casos o problema (3.2) reduz-se a um problema do tipo
de Carleman, e no outro caso a um problema de Hilbert clássico.

Comecemos pelo caso particular do problema (3.2) em que α = α+, ∆ (t) 6= 0
e θ (t) ≡ 0. Verificamos que, nestas condições A (t) 6= 0, B (t) 6= 0 para t ∈ Γ. De
facto, se, por exemplo, A (t0) = 0 com t0 ∈ Γ, então da condição θ (t) ≡ 0 decorre
que ou B (t0) = 0 ou B (α (t0)) = 0, o que contraria a condição de Noether ∆ 6= 0
sobre Γ. Além disso, da igualdade (3.25) decorre que a função imaginária pura V
não se anula em Γ. Logo {arg V (t)}Γ = 0. Usando a igualdade θ (t) ≡ 0 obtemos

∆ (t) = A (t)A (α (t))− B (t)B (α (t)) =
B (α (t))

A (α (t))
V (t) .

Assim (ver Teorema 3.2),

I0 =
1

2π

{
arg ∆ (t)

}
Γ

=
1

2π

{
arg

B (α (t))

A (α (t))

}

Γ

=
1

2π

{
arg

A (t)

B (t)

}

Γ

.

Usando as condições ∆ (t) 6= 0 e θ (t) ≡ 0 transformamos a condição de limite (3.2)
na seguinte condição de limite de um problema do tipo de Carleman (ver (2.26))

Φ+ (α (t)) = −A (t)

B (t)
Φ+ (t) +

A (α (t))h (t)− B (t)h (α (t))

V (t)
. (3.27)

Conforme foi explicado no final da Secção 2.1, quando é considerado sobre a circun-
ferência unitária >>, este problema ser visto como um caso particular do problema
de limite de Haseman. No entanto aqui consideramos uma curva Γ qualquer.

A condição θ (t) ≡ 0 garante a satisfação das condições de resolubilidade (ver
fórmulas (11.3) e (11.4) de [26]) do problema (3.27) para qualquer função h (t) ∈
Hµ (Γ).

Sendo κ = 1
2π

{
arg A(t)

B(t)

}
Γ

= 1
2π

{
arg a(t)+ic(t)

b(t)−id(t)

}
Γ

= I0, temos I = κ + 1 e, de

acordo com os Teoremas 11.5 e 11.6 de [26], obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.14 Se forem satisfeitas as condições ∆ (t) 6= 0 e θ (t) ≡ 0, então os
números de soluções linearmente independentes, l, e de condições de resolubilidade,
ρ, de um problema de limite de Hilbert generalizado com um deslocamento directo
de Carleman tal que α (α (t)) ≡ t são dados pelas fórmulas

l = max (0, κ + 1) , ρ = max (0,−κ− 1) .
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Exemplo 3.15 Consideremos o problema de limite de Hilbert generalizado (3.1)
com um deslocamento directo e sejam a (t) = d (t) = 0. Neste caso a condição
θ (t) = 0 escreve-se c (t) c (α (t)) = b (t) b (α (t)) e a condição de Noether toma a
forma b (t) 6= 0, c (t) 6= 0.

Temos κ = 1
2π

{
arg ic(t)

b(t)

}
Γ

= 0. Assim, segundo o teorema anterior, o problema

de limite de Gakov (ver (IV) na Introdução)

b (t) u (α (t)) + c (t) v (t) = h (t)

nas condições referidas tem sempre solução dependente de uma constante real ar-
bitrária.

Consideramos agora outro caso particular degenerado do problema (3.2). Con-
tinuando a assumir que α = α+, suponhamos agora que se satisfazem as condições
∆ (t) 6= 0 e V (t) ≡ 0. Neste caso, de (3.25), decorre que θ (t) 6= 0. Além disso, da
condição ∆ (t) 6= 0 decorre que A e B não podem anular-se simultâneamente sobre
Γ. Assim, supondo adicionalmente que A (t) 6= 0 sobre Γ, de V (t) ≡ 0 obtemos

B (t) = B(t)A(α(t))
A(α(t))

. Consequentemente

∆ (t) = A (t)A (α (t))− B (t)B (α (t))

= A (t)A (α (t))− B (t)A (α (t))

A (α (t))
B (α (t)) =

A (α (t))

A (α (t))
θ (t) .

Assim,

I0 =
1

2π

{
arg ∆ (t)

}
Γ

= − 1

π
{argA (t)}Γ +

1

2π
{arg θ (t)}Γ

= − 1

π
{argA (t)}Γ =

1

2π

{
arg

A (t)

A (t)

}

Γ

,

onde usamos o facto de que, no caso α = α+, {arg θ (t)}Γ = 0 de acordo com a
primeira igualdade em (3.26).

Por sua vez a fórmula do ı́ndice (ver Teorema 3.6) toma a forma

I =
1

2π

{
arg

A (t)

A (t)

}

Γ

+ 1 .

Utilizando as condições ∆ (t) 6= 0 e V (t) ≡ 0 é posśıvel reduzir o problema (3.2) ao
problema de limite de Hilbert equivalente

Φ+ (t) = −A (t)

A (t)
Φ+ (t) +

A (α (t))h (t)− B (t)h (α (t))

θ (t)
.

Temos

κ = I0 =
1

2π

{
arg

A (t)

A (t)

}

Γ

=
1

π
{arg (a (t) + ic (t))}Γ ,

Assim, aplicando o Teorema 2.1, obtemos o seguinte resultado.
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Teorema 3.16 Se forem satisfeitas as condições ∆ (t) 6= 0, V (t) ≡ 0 e A (t) 6=
0, t ∈ Γ, então os números de soluções linearmente independentes e de condições
de resolubilidade de um problema de limite de Hilbert generalizado (3.2) com um
deslocamento directo de Carleman tal que α (α (t)) ≡ t exprimem-se pelas relações

l = max (0, κ + 1) , ρ = max (0,−κ− 1) .

Exemplo 3.17 O problema de Hilbert clássico

a (t) u (t) + c (t) v (t) = h (t) sobre Γ ,

pode ser considerado como um caso particular do problema anterior. Com efeito,
neste caso temos b (t) = d (t) = 0. Assim, a condição V (t) ≡ 0 satisfaz-se automa-
ticamente e a condição ∆ (t) 6= 0 garante que A (t) 6= 0, t ∈ Γ e leva-nos à condição
de Noether

a2 (t) + c2 (t) 6= 0 sobre Γ

do problema de limite de Hilbert clássico.

Se não forem impostas as condições degenerativas θ (t) ≡ 0 ou V (t) ≡ 0, conside-
radas nos dois casos particulares apresentados acima, não são conhecidos resultados
relativamente à teoria de resolubilidade do problema de Hilbert generalizado (3.2).
Procuramos em seguida obter os números de defeito l e ρ quando o problema (3.2)
é considerado sobre a circunferência unitária >> e α é um deslocamento linear frac-
cionário de Carleman de ordem 2 (α (α (t)) ≡ t).

Assim, começamos por observar que, se Γ = >>, o estudo da teoria de resolubili-
dade do problema (3.2) reduz-se ao estudo da teoria de resolubilidade do operador
integral singular com deslocamento

T = (AI + BW ) P+ −
(
tAI + α (t)BW

)
P− . (3.28)

Com efeito, temos

2Re
{AΦ+ + BΦ+ (α)

}
= (AI + BW ) Φ+ +

(AI + BW
)
CΦ+ .

Voltando agora a considerar a função Φ− definida por (2.5), temos que, sobre >>,
Φ+ = Φ−. Usando um racioćınio análogo ao que foi utilizado na Secção 2.1, intro-
duzimos uma nova função incógnita Φ−

1 (z) por

Φ−
1 (z) =

1

z
Φ− (z) ,

e obtemos

2Re
{AΦ+ + BΦ+ (α)

}
= (AI + BW ) Φ+ +

(
tAI + α (t)BW

)
Φ−

1 . (3.29)

Finalmente, como Φ−
1 (∞) = 0, podemos reescrever (3.29) na forma (3.28), que é

suficiente para investigar a teoria de resolubilidade do problema (3.2).
Continuando a considerar o caso em que α é um deslocamento directo seja,

agora, α (t) = t−β

βt−1
, com |β| < 1, um deslocamento linear fraccionário de Carleman
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que preserva a orientação sobre >>. Recordemos que, conforme vimos na Secção
1.1, o deslocamento α admite a factorização α (t) = α+ (t) tα− (t) (ver(1.6)), onde

α+ (t) = λ
βt−1

, α− (t) = t−β
λt

, λ =
√

1− |β|2. De acordo com a referida secção

temos também que sendo U o operador definido por (Uϕ) (t) = u (t) ϕ (α (t)), com

u (t) = −α+ (t) = −λ
(
βt− 1

)−1
, são satisfeitas as condições:

SU = US e u (t) u (α (t)) ≡ 1 .

Então o operador integral singular (3.28) pode ser reescrito na forma

T =
(AI + u−1BU

) [
P+ +

(
ãI + b̃U

)
P−

]
,

com

ã (t) = −tθ (t)

∆ (t)
e b̃ (t) =

α (t) u−1 (t) V (t)

∆ (t)
.

De acordo com a condição de Noether (3.8), temos ∆ (t) 6= 0 e, como u (t) u (α (t)) ≡
1, o operador funcional T1 = AI+u−1BU é cont́ınuamente invert́ıvel. Portanto, resta
estudar apenas o operador

T̃ = P+ + ÃP− , com Ã (t) =
1

∆ (t)

[−tθ (t) I + α (t) u−1 (t) V (t) U
]

.

Como vimos na Secção 1.3, e observando que, devido à igualdade SU = US,
na identidade matricial (1.18) não aparece o operador compacto D, a teoria de

resolubilidade do operador T̃ pode ser obtida a partir da teoria de resolubilidade do
operador integral singular sem deslocamento (ver (1.18) e (1.19))

M̃ = P+ + BP− , com B =
1

∆ (t)

( −tθ (t) α (t) u−1 (t) V (t)

tu (t) V (α (t)) −α (t) θ (t)

)
. (3.30)

Como det B = tα (t) ∆(t)
∆(t)

6= 0, a matriz B admite uma factorização com ı́ndices
parciais κ1 ≥ κ2, i.e.

B = B+diag {tκ1 , tκ2}B− ,

e, de acordo com o Teorema 1.30, o estudo da teoria de resolubilidade deste problema
reduz-se ao cálculo dos números κ1, κ2 e ε (usando a notação do referido teorema).

Para isso, comecemos por notar que a matriz B pode ser reescrita na forma

B =
1

∆ (t)

( −θ (t) u−1 (t) V (t)

u (t) V (α (t)) −θ (t)

)(
t 0
0 α (t)

)
. (3.31)

Recordando que V = iV0 (com V0 função real), vem que

B =
1

∆ (t)

(
i 0
0 −i

)(
u−1 (t) V0 (t) iθ (t)

iθ (t) −u (t) V0 (α (t))

)(
0 1
1 0

)(
t 0
0 α (t)

)

(3.32)
Por sua vez a matriz

B̃ =

(
u−1 (t) V0 (t) iθ (t)

iθ (t) −u (t) V0 (α (t))

)
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pode ser representada na forma do seguinte produto de uma matriz Hermiteana por
matrizes racionais

B̃ =

(
u−1 (t) 0

0 1

)(
V0 (t) iθ (t)

iθ (t) −V0 (α (t))

)(
1 0
0 u (t)

)
(3.33)

Aplicamos agora, à matriz de Hermite B0 =

(
V0 (t) iθ (t)

iθ (t) −V0 (α (t))

)
, a facto-

rização de Litvinchuk-Spitkovsky que foi exposta na Secção 1.4. Antes de mais
observamos que B0 é uma matriz Hermiteana com determinante negativo. Com
efeito, usando (3.25), temos

Λ (t) = |B0| = −V0 (t) V0 (α (t))−|θ (t)|2 = V (t) V (α (t))−|θ (t)|2 = − |∆ (t)|2 < 0 .

Portanto estamos em condições de aplicar a esta matriz a factorização de Litvinchuk-
-Spitkovsky mencionada. Para aplicar os Teoremas 1.32 e 1.33 é necessário que
se tenha −V0 (α (t)) 6= 0 sobre >>. Notamos ainda que, nesse caso, V0 preserva
o sinal sobre >>, consequentemente V (t) V (α (t)) < 0 e, de (3.25), decorre que
|∆ (t)| > |θ (t)| sobre >>. Assim, existem as representações

Λ = − |Λ+|2 e V 2
0 =

∣∣(V0)+

∣∣2 ,

com Λ±1
+ e (V0)

±1
+ funções anaĺıticas em |z| < 1 e cont́ınuas em |z| ≤ 1.

Introduzindo o operador de Hankel

H (ω) = P−ωP+ ,

com o śımbolo ω = − iθ(t)
V0(α(t))

(V0)+(α(t))

Λ+(t)
, de acordo com o Teorema 1.32, obtemos que

os ı́ndices parciais κ1 e κ2 da matriz B0 são l e −l, onde l (≥ 0) é a multiplicidade
do 1 como número-s do operador H (ω).

Por outro lado, aplicando o Teorema 1.33, temos que os ı́ndices parciais da matriz
B0 são ±m (ou seja m = l), onde m é o menor número de coincidências (contando
com as multiplicidades) em |z| < 1 das funções racionais r1 e r2, sem pólos sobre >>
e sem pólos comuns em |z| < 1 e que satisfazem sobre >> as desigualdades

|iθ (t) + V0 (α (t)) r1 (t)| <
√
−Λ (t) < |iθ (t) + V0 (α (t)) r2 (t)| .

Acabamos assim de obter uma factorização da matriz B0, com V0 6= 0 sobre >>,
na forma

B0 =

(
V0 (t) iθ (t)

iθ (t) −V0 (α (t))

)
= χ+

(
tm 0
0 t−m

)
χ− , (3.34)

com χ+ e χ− funções matriciais anaĺıticas em |z| < 1 e |z| > 1, respectivamente, e
det χ± 6= 0.

Procuramos agora obter os ı́ndices parciais da matriz B. Começamos por obser-
var que, de acordo com (3.32) e (3.33), a matriz B pode ser reescrita na forma

B =
1

∆ (t)

(
iu−1 (t) 0

0 −i

)
B0

(
0 1

u (t) 0

)(
t 0
0 α (t)

)
.
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Em seguida, considerando a factorização α (t) = α+ (t) tα− (t) (ver(1.6)) e a igual-
dade u (t) = −α+ (t), obtemos

B =
t

∆ (t)

(
iu−1 (t) 0

0 −i

)
B0

(
0 1

−α+ (t) 0

)(
1 0
0 α+ (t)

)(
1 0
0 α− (t)

)

=
t

∆ (t)

(
iu−1 (t) 0

0 −i

)
B0

(
α+ (t) 0

0 α+ (t)

)(
0 1
−1 0

)(
1 0
0 α− (t)

)

=
t

∆ (t)

(
α+ (t) 0

0 α+ (t)

)(
iu−1 (t) 0

0 −i

)
B0

(
0 1
−1 0

)(
1 0
0 α− (t)

)

=
t

∆ (t)
R+B0R

− ,

onde R+ =

( −i 0
0 −iα+ (t)

)
é uma função matricial anaĺıtica em |z| < 1 e

det R+ 6= 0 em |z| < 1 e R− =

(
0 α− (t)
−1 0

)
é uma função matricial anaĺıtica em

|z| > 1 e det R− 6= 0 em |z| > 1.
Resta-nos observar que, sendo κ = Ind>>∆ (t), a função ∆ admite uma factori-

zação da forma ∆ (t) = ∆+ (t) t−κ∆− (t) e a matriz B pode ser escrita na forma

B =

(
1

∆+(t)
0

0 1
∆+(t)

) (
tκ 0
0 tκ

) (
1

∆−(t)
0

0 1
∆−(t)

)
R+B0

(
t 0
0 t

)
R− ,

concluindo-se, assim, que os ı́ndices parciais desta matriz são

κ1 = κ + m + 1 e κ2 = κ−m + 1 .

Notamos, ainda, que o ı́ndice total da matriz B é 2κ + 2, consequentemente, de
acordo com o Teorema 1.20, o ı́ndice do operador (3.28) é κ+1, como era esperado,
tendo em conta o Teorema 3.6.

Finalmente, usando o Teorema 1.30, segundo o qual

dim ker T =





0 se κ1 ≤ 0[
κ1

2
+ 1−ε

4

]
se κ1 > 0, κ2 ≤ 0

κ1+κ2

2
se κ2 > 0

,

obtemos o seguinte resultado relativo à teoria de resolubilidade do problema de
limite de Hilbert generalizado (3.2) com um deslocamento directo linear fraccionário
de Carleman sobre >>.

Teorema 3.18 Nas condições acima, sendo T o operador definido em (3.28), κ1 =
κ+m+1 e κ2 = κ−m+1 os ı́ndices parciais da matriz B introduzida em (3.30), onde
κ = Ind>>∆ (t) e m é o número definido no Teorema 1.33, então os números l, de
soluções linearmente independentes, e ρ, de condições de resolubilidade, do problema
de limite de Hilbert generalizado (3.2) com um deslocamento linear fraccionário de
Carleman tal que α (α (t)) ≡ t e α preserva a orientação sobre >> são dados por:

1. l = max (0, κ + 1) e ρ = max (0,−κ− 1) , se κ1 ≤ 0 ou κ2 > 0,
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2. l = dim ker T = κ1

2
= κ+m+1

2
e ρ = −κ+m−1

2
, se κ1 > 0, κ2 ≤ 0 e κ1 é par,

3. l =
[

κ1

2
+ 1−ε

4

]
=

{
κ+m

2
, se ε = 1

κ+m
2

+ 1 , se ε = −1
e ρ =

{ −κ+m
2

− 1 , se ε = 1
−κ+m

2
, se ε = −1

,

se κ1 > 0, κ2 ≤ 0 e κ1 é ı́mpar, onde ε = ±1 é o número que resulta do Lema
1.22.

Voltamos agora a considerar os casos particulares do problema de limite de Hil-
bert generalizado que apresentámos no ı́nicio desta secção. Estes problemas foram
considerados sobre uma curva simples fechada de Lyapunov Γ qualquer e foram re-
solvidos pelo método de “eliminação de incógnitas” que consistia, essencialmente,
em reduzir os referidos problemas a problemas de limite binomiais. Aqui consi-
deramos estes mesmos problemas sobre >> e procuramos resolvê-los pelo “método
matricial” exposto acima. Com efeito, para estes dois casos particulares degenerados
do problema (3.2) com um deslocamento directo, as matrizes correspondentes são
diagonais, logo podemos usar os racioćınios expostos na Subsecção 1.3.3 para obter
os ı́ndices parciais das mesmas e, como consequência, os números de defeito, l e ρ,
do problema inicial.

Comecemos pelo caso particular do problema (3.2) em que α = α+, ∆ (t) 6= 0
e θ (t) ≡ 0. Verificamos que, neste caso a matriz B introduzida em (3.30) toma a
forma

B =
1

∆ (t)

(
0 F (t)

F (α (t)) 0

)
, com F (t) = α (t) u−1 (t) V (t) .

Observando que Ind>>F (t) = 1 e usando um racioćınio análogo ao que utilizamos
para factorizar a matriz (1.67), obtemos que os ı́ndices parciais da matriz B são am-
bos iguais a κ+1, com κ = Ind>>∆ (t). Assim, segundo a notação usada no Teorema
3.18, temos, neste caso, m = 0 e, de acordo com o ponto 1. do referido teorema
obtemos que os números de defeito do problema de limite de Hilbert generalizado
em estudo são l = max (0, κ + 1) e ρ = max (0,−κ− 1), resultado este que já era
conhecido do Teorema 3.14.

No outro caso degenerado do problema (3.2)que foi considerado tinhamos α =
α+, ∆ (t) 6= 0 e V (t) ≡ 0, obtendo-se, assim,

B =
1

∆ (t)

( −tθ (t) 0

0 −α (t) θ (t)

)
.

Recordando que, de acordo com a primeira igualdade em (3.26), {arg θ (t)}>> = 0,
obtemos que os ı́ndices parciais da matriz B são ambos iguais a κ + 1, com κ =
Ind>>∆ (t) e, tal como no caso anterior, os números de defeito do problema de limite
de Hilbert generalizado em questão são l = max (0, κ + 1) e ρ = max (0,−κ− 1),
tal como já tinham sido obtidos no Teorema 3.16.

Terminamos o estudo do problema de limite de Hilbert generalizado (3.2) com um
deslocamento directo apresentando um exemplo para o qual, em geral, os números de
defeito l e ρ não satisfazem as fórmulas de Gakhov-Coburn (ver (III) na Introdução),
ou seja, nem sempre se obtém

l = max (0, I) e ρ = max (0,−I) , (3.35)

onde I é o ı́ndice do problema.
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Exemplo 3.19 Consideremos o problema de limite de Hilbert generalizado

Re
{
t−k [u (t) + iv (−t)]

}
= h (t) sobre >> , com k ∈ Z . (3.36)

Começamos por observar que, sendo t = eiϕ = cos ϕ + i sin ϕ, com ϕ ∈ [0, 2π[,
temos que tk = cos (kϕ) + i sin (kϕ) e o problema (3.36) pode escrever-se na forma

Re
{
cos (kϕ) Φ+ (t)− i sin (kϕ) Φ+ (α (t))

}
= h (t) , t = eiϕ ∈ >> ,

onde α (t) = −t é um caso particular (β = 0) de um deslocamento directo linear
fraccionário de Carleman e Φ+ (t) = u (t)+ iv (t). Assim, de acordo com as notações
de (3.2), neste caso temos A (t) = cos (kϕ) = Ret−k e B (t) = −i sin (kϕ) = iImt−k.
Consequentemente A (−t) = (−1)k cos (kϕ) e B (−t) = −i (−1)k sin (kϕ), vindo que

∆ (t) = A (t)A (α (t))− B (t)B (α (t)) = (−1)k ,

θ (t) = A (t)A (α (t))− B (t)B (α (t)) = (−1)k cos (2kϕ) = (−1)k t2k + t−2k

2
,

V (t) = B (t)A (α (t))− B (t)A (α (t)) = −i (−1)k sin (2kϕ) = − (−1)k t2k − t−2k

2
.

Concluindo-se, desde já, que o problema (3.36) é Noetheriano (∆ (t) 6= 0) e, como
κ = Ind>>∆ (t) = 0, o seu ı́ndice é dado por I = κ + 1 = 1. Obtemos, ainda, que,
para este exemplo, a matriz B (ver (3.31)) toma a seguinte forma

B = −1

2

(
t2k + t−2k t2k − t−2k

t2k − t−2k t2k + t−2k

)(
t 0
0 −t

)
,

e, observando que a primeira destas matrizes é circulante (ver por exemplo [29],
página 159), conclúımos que esta admite a factorização

(
t2k + t−2k t2k − t−2k

t2k − t−2k t2k + t−2k

)
=

(
1 1
1 −1

)(
t2k 0
0 t−2k

)(
1 1
1 −1

)
, (3.37)

e obtemos

B = −1

2

(
1 1
1 −1

) (
t2k 0
0 t−2k

)(
1 1
1 −1

)(
t 0
0 t

)(
1 0
0 −1

)
=

= −1

2

(
1 1
1 −1

) (
t2k+1 0

0 t−2k+1

)(
1 −1
1 1

)
. (3.38)

Portanto, os ı́ndices parciais da função matricial B são dados por:

κ1 = 2k + 1 e κ2 = −2k + 1 , se k ≥ 0

κ1 = −2k + 1 e κ2 = 2k + 1 , se k < 0 .

Ou seja, usando a notação do Teorema 3.18, temos, para este exemplo,

κ = Ind>>∆ (t) = 0 e m = |2k| .

Resta-nos calcular o número ε.
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Começamos por considerar o caso k ≥ 0. Definindo B+ =

(
1 1
1 −1

)
e B− =

−1
2

(
1 −1
1 1

)
, decorre do Lema 1.22 que o número ε pode ser calculado a partir

da igualdade
Hε,p = Λ−1

+ B−1
+ (α) eB+ , (3.39)

onde usamos a notação que foi introduzida no referido lema. Este cálculo dá-nos
que ε = −1. Assim, estamos nas condições dos pontos 1. ou 3. do Teorema 3.18,
conforme k = 0 ou k > 0, respectivamente, e obtemos que, em qualquer um destes
casos, o número de soluções linearmente independentes do problema de limite de
Hilbert generalizado (3.36) é dado por l = k + 1 e este problema é solúvel se forem
satisfeitas ρ = k condições de resolubilidade.

Passamos agora ao caso k < 0. Começamos por obter uma factorização da matriz
B com os ı́ndices parciais crescentes. Para isso, basta notar que

(
t2k+1 0

0 t−2k+1

)
= e

(
t−2k+1 0

0 t2k+1

)
e, com e =

(
0 1
1 0

)
.

Substituindo na factorização (3.38) obtemos

B = −1

2

(
1 1
−1 1

)(
t−2k+1 0

0 t2k+1

)(
1 1
1 −1

)
.

Neste caso temos, então, B+ =

(
1 1
−1 1

)
e B− = −1

2

(
1 1
1 −1

)
. Assim, usando

novamente a igualdade (3.39) obtemos ε = 1. E, de acordo com o ponto 3. do
Teorema 3.18, conclúımos que, se k < 0, então os números de defeito do problema
(3.36) são dados por l = −k e ρ = −k − 1.

Observação 3.20 No exemplo anterior as fórmulas de Gakhov-Coburn (3.35) só
são satisfeitas se k = 0 ou k = −1 e apenas nestes dois casos o problema não
homogéneo (3.36) é solúvel incondicionalmente.

O exemplo que acabamos de expor usando o “método matricial” foi considerado
pela primeira vez em [13] por outro método (ver também [26], Exemplo 23.1).

3.2.2 Teoria de resolubilidade no caso de um deslocamento
inverso

Passamos agora ao estudo da teoria de resolubilidade do problema de limite de
Hilbert generalizado (3.2) com um deslocamento inverso de Carleman (α (α (t)) ≡ t).

Começamos por notar que, usando as designações introduzidas no ı́nicio desta
secção, neste caso, a condição de Noether (3.24) pode ser escrita na forma θ (t) 6= 0,
além disso, agora, κ = 1

2π
{arg θ (t)}Γ = IndΓθ (t) e o ı́ndice do problema de limite de

Hilbert generalizado (ver Teorema 3.6) é dado pela fórmula I = 1
2π
{arg θ (t)}Γ +1 =

κ + 1.
Tal como na subsecção anterior, começamos por utilizar o método de “eliminação

de incógnitas” para obter a teoria de resolubilidade de um caso particular degenerado
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do problema (3.2) com um deslocamento inverso que se reduz a um problema de
Hilbert clássico, sendo, por isso, posśıvel obter os números de defeito l e ρ.

Consideremos, então, o problema (3.2) em que α = α−, θ (t) 6= 0 e V (t) ≡ 0.
Das duas últimas condições e da igualdade (3.25) decorre que ∆ (t) 6= 0 e, de forma
análoga à que foi utilizada quando consideramos o segundo caso degenerado do
problema de Hilbert generalizado com um deslocamento directo, supondo adicional-
mente que A (t) 6= 0 sobre Γ, obtemos

θ (t) =
A (α (t))

A (α (t))
∆ (t) .

Assim, usando o facto de que, de acordo com a segunda igualdade em (3.26), se
α = α−, então {arg ∆ (t)}Γ = 0, obtemos

I0 =
1

2π
{arg θ (t)}Γ = − 1

π
{argA (t)}Γ −

1

2π
{arg ∆ (t)}Γ

= − 1

π
{argA (t)}Γ =

1

2π

{
arg

A (t)

A (t)

}

Γ

,

e a fórmula do ı́ndice (ver Teorema 3.6) toma a forma

I =
1

2π

{
arg

A (t)

A (t)

}

Γ

+ 1 .

Tal como no caso de um deslocamento directo, utilizando as condições θ (t) 6= 0
e V (t) ≡ 0 é posśıvel reduzir o problema (3.2) ao problema de limite de Hilbert
equivalente

Φ+ (t) = −A (t)

A (t)
Φ+ (t) +

A (α (t))h (t)− B (t)h (α (t))

θ (t)
.

Temos

κ = I0 =
1

2π

{
arg

A (t)

A (t)

}

Γ

=
1

π
{arg (a (t) + ic (t))}Γ ,

Assim, e tendo em conta o Teorema 3.16, obtemos o seguinte resultado relativamente
a um problema de limite de Hilbert generalizado.

Teorema 3.21 Se forem satisfeitas as condições V (t) ≡ 0, A (t) 6= 0, t ∈ Γ,
e uma das condições (equivalentes) θ (t) 6= 0 ou ∆ (t) 6= 0, então os números de
soluções linearmente independentes e de condições de resolubilidade de um problema
de limite de Hilbert generalizado (3.2) com um deslocamento de Carleman de ordem
2 (α (α (t)) ≡ t) exprimem-se pelas relações

l = max (0, κ + 1) , ρ = max (0,−κ− 1) .

Observamos que o racioćınio exposto no Exemplo 3.17 em relação ao problema
de Hilbert clássico pode ser repetido aqui. Por outras palavras, o problema de
Hilbert clássico, considerado na Secção 2.1, pode ser visto como um caso particular



86 Problema de Hilbert Generalizado

do problema de limite (3.2) (com B ≡ 0), obtendo-se a partir da condição ∆ (t) 6= 0
e do Teorema 3.21, a condição de Noether e os números de defeito já conhecidos
para esse problema.

Em seguida consideramos outro caso particular degenerado do problema (3.2).
Mais precisamente, seja agora α é um deslocamento inverso de Carleman tal que
α (α (t)) ≡ t e ∆ (t) ≡ 0. Neste caso, da condição ∆ (t) ≡ 0 resulta que A (ti) =
±B (ti), nos pontos fixos ti, i = 1, 2, do deslocamento α. Consequentemente a
condição de Noether θ (t) 6= 0 não é satisfeita nos referidos pontos fixos. Assim,
visto que este caso particular é um problema não Noetheriano, o seu estudo está
fora dos objectivos deste trabalho.

Prosseguimos o estudo da teoria de resolubilidade do problema de limite de Hil-
bert generalizado (3.2) com um deslocamento inverso, passando agora a considerar o
caso Γ = >> e impondo restricções ao deslocamento e não aos coeficientes do referido
problema. Mais precisamente, consideramos agora o caso em que α é um desloca-
mento linear fraccionário de Carleman (α (α (t)) ≡ t) que muda a orientação sobre
>>, i.e.

α (t) =
t− β

βt− 1
, com |β| > 1 . (3.40)

Antes de mais recordamos que (ver Secção 1.1) o deslocamento α pode ser factorizado
na forma (ver(1.6))

α (t) = α+ (t) t−1α− (t) ,

com α+ (t) = t−β
iλ

, α− (t) = iλt
βt−1

, onde λ =
√
|β|2 − 1. Além disso, para um

deslocamento deste tipo, sendo U o operador, definido por (Uϕ) (t) = u (t) ϕ (α (t)),
com u (t) = α− (t) t−1 = iλ

βt−1
, satisfazem-se as igualdades

US = −SU e u (t) u (α (t)) ≡ 1 .

Tal como foi esclarecido na Subsecção 3.2.1, como Γ = >>, o estudo da teoria de
resolubilidade do problema (3.2) reduz-se ao estudo da teoria de resolubilidade do
operador (3.28), o qual pode ser escrito na forma

T =
(A (t) I + u−1 (t)B (t) U

)
P+ −

(
tA (t)I + α (t) u−1 (t)B (t)U

)
P− . (3.41)

Por outro lado, conforme foi exposto na Secção 1.3, e uma vez que, devido
à igualdade US = −SU , a identidade matricial (1.18) obtém-se sem o operador
compacto D, a teoria de resolubilidade do operador T pode ser obtida a partir da
teoria de resolubilidade do operador integral singular sem deslocamento (ver (1.18)
e (1.20))

M = AP+ + BP− , com

A =

( A (t) α (t) u−1 (t)B (t)

u (t)B (α (t)) α (t)A (α (t))

)
e B =

(
tA (t) u−1 (t)B (t)

tu (t)B (α (t)) A (α (t))

)
.

Devido à condição de Noether θ (t) 6= 0, temos que det A = α (t) θ (t) 6= 0, logo a
matriz A é invert́ıvel e

A−1 =
1

α (t) θ (t)

(
α (t)A (α (t)) −α (t) u−1 (t)B (t)
−u (t)B (α (t)) A (t)

)
.
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Assim, é suficiente estudar a teoria de resolubilidade do operador

M̃ = P+ + CP− , com
(3.42)

C = A−1B =
1

α (t) θ (t)

(
tα (t) ∆ (t) u−1 (t) α (t) V (t)

−tu (t) V (α (t)) ∆ (t)

)
.

Observamos agora que det C = tθ(t)

α(t)θ(t)
6= 0 e que, de acordo com o Teorema 1.31,

a teoria de resolubilidade do operador T obtém-se completamente a partir de uma
factorização da matriz C na forma (1.45).

Passamos, então, à obtenção dessa factorização. Começamos por notar que

C =
1

α (t) θ (t)

(
α (t) u−1 (t) 0

0 1

)(
∆ (t) V (t)

−V (α (t)) ∆ (t)

)(
tu (t) 0

0 1

)
,

agora, recordando que V = iV0 (com V0 função real), escrevemos

C =
1

α (t) θ (t)

(
iα (t) u−1 (t) 0

0 −i

)(
V0 (t) i∆ (t)
i∆ (t) V0 (α (t))

)(
0 1
1 0

)(
tu (t) 0

0 1

)

(3.43)

onde C0 =

(
V0 (t) i∆ (t)
i∆ (t) V0 (α (t))

)
é uma matriz Hermiteana com determinante

|C0| = V0 (t) V0 (α (t))− |∆ (t)|2 = −V (t) V (α (t))− |∆ (t)|2 = − |θ (t)|2 < 0 ,

onde usamos (3.25).
Agora, analogamente ao que acontecia com a matriz B0 obtida no caso de um

deslocamento directo, conclui-se que é válida para a matriz C0 a factorização de
Litvinchuk-Spitkovsky que foi exposta na Secção 1.4. Mais explicitamente, supondo
adicionalmente que V0 (α (t)) 6= 0, t ∈ >> e aplicando à matriz C0 o Teorema 1.33
conclúımos que os ı́ndices parciais da matriz C0 são ±m, onde m é o menor número
de coincidências (contando com as multiplicidades) em |z| < 1 das funções racionais
r1 e r2, sem pólos sobre >> e sem pólos comuns em |z| < 1 e que satisfazem sobre >>
as desigualdades∣∣∣i∆ (t)− V0 (α (t)) r1 (t)

∣∣∣ <
√
−Λ (t) <

∣∣∣i∆ (t)− V0 (α (t)) r2 (t)
∣∣∣ , com Λ (t) = |C0| .

Assim, a matriz C0 pode ser representada na forma

C0 =

(
V0 (t) i∆ (t)
i∆ (t) V0 (α (t))

)
= C+

0

(
tm 0
0 t−m

)
C−

0 , (3.44)

com C+
0 e C−

0 funções matriciais anaĺıticas em |z| < 1 e |z| > 1, respectivamente, e
det C±

0 6= 0.
Notemos que aqui poderiamos também ter aplicado o Teorema 1.32.
Voltando a (3.43), e usando a factorização α (t) = α+ (t) t−1α− (t) e o facto de

que u (t) = α− (t) t−1, obtemos

C =
1

α (t) θ (t)

(
iα+ (t) 0

0 −i

)
C+

0

(
tm 0
0 t−m

)
C−

0

(
0 1

α− (t) 0

)
=

=

(
1

α(t)θ(t)
0

0 1

α(t)θ(t)

)
R+

(
tm 0
0 t−m

)
R− ,



88 Problema de Hilbert Generalizado

onde R+ =

(
iα+ (t) 0

0 −i

)
C+

0 é uma função matricial anaĺıtica em |z| < 1 e

det R+ 6= 0 em |z| < 1 e R− = C−
0

(
0 1

α− (t) 0

)
é uma função matricial anaĺıtica

em |z| > 1 e det R− 6= 0 em |z| > 1 e a primeira matriz admite a factorização

(
1

α(t)θ(t)
0

0 1

α(t)θ(t)

)
= tκ+1

(
1

α+(t)θ+(t)
0

0 1

α+(t)θ+(t)

)(
1

α−(t)θ−(t)
0

0 1

α−(t)θ−(t)

)
,

(3.45)
sendo κ = Ind>>θ (t) e θ (t) = θ+ (t) tκθ− (t) uma factorização da função θ.

Obtendo-se, finalmente, que

C =

(
1

α+(t)θ+(t)
0

0 1

α+(t)θ+(t)

)
R+

(
tκ+1+m 0

0 tκ+1−m

)
R−

(
1

α−(t)θ−(t)
0

0 1

α−(t)θ−(t)

)
,

o que nos permite concluir que os ı́ndices parciais da matriz C são

κ1 = κ + 1 + m e κ2 = κ + 1−m .

Resta-nos observar que, como já sabiamos do Teorema 3.6, obtemos indT =
κ1+κ2

2
= 2κ+2

2
= κ + 1.

Estamos agora em condições de aplicar o Teorema 1.31, segundo o qual

dim ker T =





0 se κ1 ≤ 0
κ1

2
se κ1 > 0 e κ2 ≤ 0 e κ1 é par

κ1−ε
2

se κ1 > 0 e κ2 ≤ 0 e κ1 é ı́mpar
κ1+κ2

2
se κ2 > 0

,

onde κ1 e κ2 (κ1 ≥ κ2) são os ı́ndices parciais da função matricial C e o número ε ∈
{−1, 1} é calculado a partir da factorização (1.45) da matriz C usando a igualdade

Λ+C− (α) eC+ =

(
ε Pκ1−κ2 (t)
0 −ε

)
, (3.46)

onde e =

(
0 1
1 0

)
, Λ+ (t) = diag {(α+ (t))

κ1 , (α+ (t))
κ2} = diag

{(
t−β
iλ

)κ1
,
(

t−β
iλ

)κ2
}

e Pκ1−κ2 (t) é um polinómio de grau não superior a κ1 − κ2 que satisfaz a condição
Pκ1−κ2 (α (t)) = uκ1−κ2 (t) Pκ1−κ2 (t).

Obtemos, desta forma, o seguinte resultado acerca dos números de defeito do
problema de limite de Hilbert generalizado (3.2).

Teorema 3.22 Nas condições anteriores, sendo T o operador definido em (3.41),
κ1 = κ + 1 + m e κ2 = κ + 1 − m os ı́ndices parciais da matriz C obtida em
(3.42), onde κ = Ind>>θ (t) e m é o número definido no Teorema 1.33, se I =
indT = κ + 1, então os números l, de soluções linearmente independentes, e ρ, de
condições de resolubilidade, do problema de limite de Hilbert generalizado (3.2) com
um deslocamento linear fraccionário de Carleman de ordem 2 da forma (3.40), que
muda a orientação sobre >>, são dados por:
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1. l = max (0, I) e ρ = max (0,−I) , se κ1 ≤ 0 ou κ2 > 0,

2. l = κ1

2
= κ+1+m

2
e ρ = −κ−1+m

2
, se κ1 > 0 e κ2 ≤ 0 e κ1 é par,

3. l = κ1−ε
2

= κ+1+m−ε
2

e ρ = −κ−1+m−ε
2

, se κ1 > 0 e κ2 ≤ 0 e κ1 é ı́mpar.

Aplicamos agora o “método matricial” que acabamos de expor ao caso particular
do problema de limite de Hilbert generalizado com um deslocamento inverso que foi
considerado no Teorema 3.21.

Assim, impondo a condição V (t) ≡ 0, para este caso degenerado a matriz C,
introduzida em (3.42), toma a forma

C =
1

α (t) θ (t)

(
tα (t) ∆ (t) 0

0 ∆ (t)

)
.

Recordando que, de acordo com a segunda igualdade em (3.26), {arg ∆ (t)}Γ = 0,
raciocinando como na Subsecção 1.3.3, conclúımos que os ı́ndices parciais da matriz(

tα (t) ∆ (t) 0
0 ∆ (t)

)
são ambos nulos, consequentemente os ı́ndices parciais da

matriz C são κ1 = κ2 = κ + 1, com κ = Ind>>θ (t), logo, usando a notação do
Teorema 3.22, aqui m = 0 e esse mesmo teorema conduz-nos ao resultado que já
foi apresentado no Teorema 3.21, ou seja, obtemos que os números de defeito deste
caso particular do problema de limite de Hilbert generalizado são l = max (0, κ + 1)
e ρ = max (0,−κ− 1).

Passamos agora a considerar o deslocamento α (t) = 1
t
. Antes de mais, aqui é

conveniente observar que este é um deslocamento inverso de Carleman (α (α (t)) ≡ t)
sobre >>, mas não é um caso particular de um deslocamento linear fraccionário da
forma (3.40).

Juntamente com este deslocamento, consideramos o operador U definido por
(Uϕ) (t) = 1

t
ϕ

(
1
t

)
e usualmente designado por “flip operator”. Notamos que facil-

mente se verifica que todos os resultados obtidos acima, quando consideramos um
deslocamento inverso linear fraccionário de Carleman da forma (3.40), se mantêm
válidos neste caso. Com efeito, comparando com o caso que acabamos de estudar
de um deslocamento linear fraccionário (3.40), observamos que nada se altera se
considerarmos, agora, u (t) = t−1 e α (t) = t−1 (ou seja, α+ (t) = α− (t) = 1). Desta
forma obtemos o seguinte teorema.

Teorema 3.23 Sendo κ,m, κ1 e κ2 definidos como no Teorema 3.22, os números
de defeito l e ρ do problema de limite de Hilbert generalizado

Re
{A (t) Φ+ (t) + B (t) Φ+ (α (t))

}
= h (t) sobre >> , (3.47)

com α (t) = 1
t
, são dados por

1. l = max (0, κ + 1) e ρ = max (0,−κ− 1) , se κ1 ≤ 0 ou κ2 > 0,

2. l = κ1

2
= κ+1+m

2
e ρ = −κ−1+m

2
, se κ1 > 0 e κ2 ≤ 0 e κ1 é par,

3. l = κ1−ε
2

= κ+1+m−ε
2

e ρ = −κ−1+m−ε
2

, se κ1 > 0 e κ2 ≤ 0 e κ1 é ı́mpar,
onde ε = ±1 é calculado a partir da igualdade (3.46).
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Prova. Basta observar que, de acordo com as observações feitas acima, sendo U
o operador definido por (Uϕ) (t) = 1

t
ϕ

(
1
t

)
, a teoria de resolubilidade do problema

(3.47) pode ser obtida a partir da teoria de resolubilidade do operador integral
singular com deslocamento

T = (A (t) I + tB (t) U) P+ −
(
tA (t)I + B (t)U

)
P− ,

cujos números de defeito podem ser obtidos, usando o Teorema 3.22, a partir de
uma factorização da matriz (ver(3.42))

C =
t

θ (t)

(
∆ (t) V (t)

−V (α (t)) ∆ (t)

)
. (3.48)

Recordando que V = iV0 obtemos que

C =
t

θ (t)

(
i 0
0 −i

)(
V0 (t) i∆ (t)
i∆ (t) V0 (α (t))

)(
0 1
1 0

)

Agora, usando as factorizações (3.44) e (3.45), vem que

C =

(
i

θ+(t)
0

0 − i

θ+(t)

)
C+

0

(
tκ+1+m 0

0 tκ+1−m

)
C−

0

(
0 1

θ−(t)
1

θ−(t)
0

)
, (3.49)

onde κ = Ind>>θ (t) e θ (t) = θ+ (t) tκθ− (t) é uma factorização da função θ, conclu-
indo-se que os ı́ndices parciais da matriz C são κ1 = κ + 1 + m e κ2 = κ + 1−m.

Finalmente, tendo em conta as observações feitas antes deste exemplo e aplicando
agora o Teorema 3.22, obtemos o resultado. Temos ainda que, neste caso, as matrizes
C+ e C− (ver (3.46)) são dadas por

C+ =

(
i

θ+(t)
0

0 − i

θ+(t)

)
C+

0 e C− = C−
0

(
0 1

θ−(t)
1

θ−(t)
0

)
,

de acordo com a factorização (3.49).

Finalizamos apresentando um exemplo do problema de limite de Hilbert gene-
ralizado com o deslocamento α (t) = 1

t
no qual, em geral e analogamente ao que se

verificava no Exemplo 3.19, os números de defeito l e ρ não satisfazem as fórmulas
de Gakhov-Coburn (3.35).

Exemplo 3.24 Consideremos o problema de limite de Hilbert generalizado

Re

{
t−k

[
u (t) + iv

(
1

t

)]}
= h (t) sobre >> , com k ∈ Z . (3.50)

Tal como no Exemplo 3.19, o problema (3.50) pode ser escrito na forma (3.2)
com α (t) = 1

t
, A (t) = cos (kϕ) = Ret−k e B (t) = −i sin (kϕ) = iImt−k, onde

t = eiϕ = cos ϕ + i sin ϕ, ϕ ∈ [0, 2π[. Assim, A (
1
t

)
= cos (kϕ) e B (

1
t

)
= i sin (kϕ),
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obtendo-se que

θ (t) = A (t)A
(

1

t

)
− B (t)B

(
1

t

)
= 1 ,

∆ (t) = A (t)A
(

1

t

)
− B (t)B

(
1

t

)
= cos (2kϕ) =

t2k + t−2k

2
,

V (t) = B (t)A
(

1

t

)
− B (t)A

(
1

t

)
= −i sin (2kϕ) = −t2k − t−2k

2
.

Notamos que, em particular, θ (t) = 1 6= 0, ou seja, é satisfeita a condição de Noether
do problema (3.50). Além disso, sendo κ = Ind>>θ (t) = 0, conclúımos que o ı́ndice
deste problema é I = κ + 1 = 1.

Observamos também que, sendo U o operador definido por (Uϕ) (t) = 1
t
ϕ

(
1
t

)
,

de acordo com as observações feitas antes do Teorema 3.23 e como vimos na prova
desse mesmo teorema, a matriz C (ver(3.48)) correspondente ao problema (3.50)
escreve-se na forma

C =
t

2

(
t2k + t−2k − (

t2k − t−2k
)

− (
t2k − t−2k

)
t2k + t−2k

)
=

=
1

2

(
t 0
0 t

) ( −1 0
0 1

)(
t2k + t−2k t2k − t−2k

t2k − t−2k t2k + t−2k

)( −1 0
0 1

)
,

e, usando a factorização (3.37), obtemos a seguinte factorização da matriz C

C =
1

2

( −1 −1
1 −1

)(
t2k+1 0

0 t−2k+1

)( −1 1
−1 −1

)
.

Conclúımos, deste modo, que os ı́ndices parciais da matriz C são:

κ1 = 2k + 1 e κ2 = −2k + 1 , se k ≥ 0

κ1 = −2k + 1 e κ2 = 2k + 1 , se k < 0 .

Portanto, de acordo com a notação usada no Teorema 3.23, agora temos

κ = Ind>>θ (t) = 0 e m = |2k| .

Passamos, em seguida, ao cálculo do número ε.

Se k ≥ 0, designando C+ = 1
2

( −1 −1
1 −1

)
e C− =

( −1 1
−1 −1

)
e usando a

igualdade (3.46) (aqui com α+ (t) = α− (t) = 1) obtemos ε = −1. Agora, aplicando
os resultados apresentados nos pontos 1. (se k = 0) e 3. (se k > 0) do Teorema 3.23,
conclúımos que o problema homogéneo correspondente ao problema (3.50) tem κ+1
soluções linearmente independentes (l = κ + 1) e o problema não homogéneo (3.50)
é solúvel se e só se forem satisfeitas k condições de resolubilidade (ρ = κ).

Quanto ao caso k < 0, um procedimento análogo ao que foi utilizado no caso
correspondente do Exemplo 3.19 conduz-nos à seguinte factorização da matriz C
com os ı́ndices parciais crescentes

C =
1

2

( −1 −1
−1 1

)(
t−2k+1 0

0 t2k+1

)( −1 −1
−1 1

)
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Então, neste caso, C+ = 1
2

( −1 −1
−1 1

)
, C− =

( −1 −1
−1 1

)
e ε = 1. Assim,

estamos nas condições do ponto 3. do Teorema 3.23, e obtemos que, se k < 0, o
problema (3.50) é solúvel se e só se forem satisfeitas −k− 1 condições (ρ = −k − 1)
e tem, nesse caso, −k soluções linearmente independentes (l = −k).

Observação 3.25 O problema não homogéneo (3.50) só é incondicionalmente solú-
vel se k = 0 ou k = −1. Também apenas nestes dois casos os números de defeito l
e ρ satisfazem as fórmulas de Gakhov-Coburn (3.35).

O Exemplo 3.24 foi considerado por E. G. Khasabov e G. S. Litvinchuk em [13].
Este mesmo exemplo encontra-se também, exposto pelo método usado nesse artigo,
em [26] (Exemplo 23.2).



Bibliografia

[1] Drekova, G. V., Kravchenko, V. G., Dimension and structure of the kernel and
cokernel of a singular integral operator with linear-fractional Carleman shift and
with conjugation. Dokl. Akad. Nauk SSSR, 315(2), 271-274, 1990 (in Russian).
English transl.: Soviet Math. Dokl., 42(3), 743-746, 1991.

[2] Gakhov, F. D., Boundary value problems. Nauka: Moscow, 1977 (in Russian).
English transl.: Perganion Press: Oxford, 1966.

[3] Gohberg, I. C., Krupnik, N., One dimensional linear singular integral equations,
Vol I. Operator theory: Advances and Appl., Vol 54. Birkhäuser Verlag: Basel-
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